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СИСТЕМАТИКА ВНЕСКУ ПІГМІ-ДИПОЛЬНИХ РЕЗОНАНСІВ 

В ЕНЕРГЕТИЧНО ЗВАЖЕНЕ ПРАВИЛО СУМ1 
 

Аналізується внесок пігмі-дипольного резонансу (ПДР) в енергетично зважене правило сум для 

електричних дипольних гамма переходів (Е1 ЕЗПС) у середніх і важких ядрах з надлишком нейтро-

нів. Порівнюються макроскопічні аналітичні вирази для внесків ПДР в Е1 ЕЗПС з мікроскопічними 

розрахунками та експериментальними даними для ланцюжків ізотопів нікелю, олова і свинцю. Про-

тестовано аналітичні вирази для обчислення внесків ПДР у Е1 ЕЗПС, як функції кількості припо-

верхневих нейтронів. Кількість таких нейтронів береться пропорційною товщині нейтронної шкіри. 

Запропоновано систематики для обчислення внеску ПДР в Е1 ЕЗПС.  

Ключові слова: пігмі-дипольний резонанс (ПДР), енергетично зважене правило сум для дипольних 

електричних переходів (Е1 ЕЗПС), доля ПДР в Е1 ЕЗПС, товщина нейтронної шкіри, кількість ней-

тронів у приповерхневому прошарку. 
 

 
1 Представлено на XXXІІI Щорічній науковій конференції Інституту ядерних досліджень НАН України, 

Київ, 25–29 травня 2026 р. 

1. Вступ 
 

На перебіг різноманітних ядерних процесів 

може суттєво впливати наявність низькорозта-

шованого колективного стану поблизу енергії 

зв’язку нейтронів, так званого пігмі-дипольного 

резонансу (ПДР) [1–4]. У літературі обговорю-

ються різні механізми утворення ПДР. Ми вико-

ристовуємо макроскопічну інтерпретацію ПДР у 

нейтронно-надлишкових ядрах, як колективного 

ізовекторного електричного дипольного збу-

дження, в якому слабкозв’язані «приповерхневі» 

нейтрони («надлишкові» нейтрони) sN , що 

локалізовані переважно у нейтронній шкірі, здій-

снюють коливання відносно майже симетрично-

го протонно-нейтронного кора ядра із зарядом 

Z  і кількістю нейтронів c sN N N= − . У даній 

роботі ПДР розглядається як ізовекторний елект-

ричний дипольний резонанс і аналізується його 

внесок в енергетично зважене правило сум для 

Е1-переходів. 

Середню поведінку та внесок ізовекторних 

ПДР у E1 ЕЗПС, 1

L=1(PDR)m [5], а також молеку-

лярно-кластерний підхід до їх опису [6–9], у 

якому кількість приповерхневих нейтронів вва-

жається пропорційною товщині нейтронної шкі-

ри [10–13], нами було проаналізовано в роботах 

[14, 15]. У даній роботі розглянуто внески ПДР у 

середніх і важких атомних ядрах з надлишком 

нейтронів з урахуванням підходу, що базується 

на кінетичному рівнянні Власова [13]. Запропо-

новано та проаналізовано систематики для 

обчислення внесків ПДР у ЕЗПС з параметрами, 

підігнаними до мікроскопічних розрахунків та 

експериментальних даних. Результати порівню-

ються з експериментальними даними для внесків 

ПДР у ланцюжках ізотопів нікелю, олова, свин-

цю з мікроскопічними розрахунками та з обчис-

леннями, які використовують макроскопічні ана-

літичні вирази. 
 

2. Аналіз сили збудження 
пігмі-дипольного резонансу 

 

Внесок ПДР у енергетично зважене правило 

сум, 1

L=1(PDR)m , є важливою фізичною характе-

ристикою, оскільки він пропорційний внеску 

ПДР ( int (PDR) ) у проінтегрований переріз 

поглинання електричних дипольних гамма-

квантів int  [5].  

Зазвичай визначають дві величини, що 
характеризують внесок ПДР у ЕЗПС: 

1) відношення, 
p

s , внесків в ЕЗПС від ПДР до 

внеску від гігантського дипольного резонансу 

(ГДР) ( int (GDR) , 1

L=1(GDR)m ) 
 

 
1

L=1

1

L=1 int

int (PDR)

(GDR)

(PDR)

(GDR)
p

m
s

m
= =




 (1) 
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і долю, ps , ПДР стану в ЕЗПС 

 

 
1

L=1

1

L=1 int

int (PDR)(PDR)
p

m

m
s = =




. (2) 

 

У наближенні, що повне Е1 ЕЗПС є сумою внесків 

від ПДР та ГДР станів, 1 1

L=1 L=1(GDR)m m= +  
1

L=1(PDR)m+ , int int int(GDR) (PDR) =  +  , спів-

відношення між ps  і ps  визначаються за форму-

лами 
 

1
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1
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(PDR)

1

p

p

p

sm

m
s

s
 =

+
, 

 

 
1

L=1

1

L=1

(PDR)

(GDR) 1

p

p

p

sm
s

m s
 =

−
. (3) 

 

Згідно з молекулярно-кластерним правилом 

сум [6] відношення внеску в ЕЗПС від ПДР до 

внеску від ГДР пропорційне кількості нейтронів 

у шкірі і задається виразом 
 

 
1

L=1

1

L=1

(PDR)

(GDR)

s s

p

c s

m N Z Z N
s

m N A N A N
= = =

−
, (4) 

 

де c sA Z N N= + −  кількість нуклонів у корі 

атомного ядра з масовим числом A Z N= + .  

Молекулярно-кластерне правило сум (4) є 

компонентом енергетично зваженого правила сум 

для Е1 переходів у системі, яка складається з двох 

кластерів. Він описує лише ту частину Е1-сили, 

що пов’язана з відносним рухом кластерів. Для 

ядер з надлишком нейтронів такими двома клас-

терами ядра (A, Z) є майже симетричний протон-

нейтронний кор (A1 = AC = A – NS, Z1 = Z) та 

нейтронна шкіра (A2 = NS, Z2 = 0). Вираз (4) також 

був отриманий різними методами в роботах [7–9]. 

Відповідно до робіт [10–15] кількість припо-

верхневих нейтронів вважаємо пропорційною 

товщині нейтронної шкіри npr , яка є різницею 

коренів із середньо-квадратичних радіусів 
2

,rms j jR r=   , розподілів нейтронів ( )j n=  і 

протонів ( )j p= , 
 

 
0

15 np

s

r
N N

R

 
=  , (5) 

 

з радіусом 
1/3

0 1,15R A=  фм ядра з різким краєм. 

У результаті формула (4) приймає вигляд 
 

00

15

15 /

np

p M

np

s s
rZ

RA N r R


= =

−  
.      (6) 

У роботі [15] таке співвідношення отримало 

назву виразу методу PR MSR (Pethick, Ravenhall 

+ Molecular Sum Rule). 

У лептодермічному наближенні 0 npR r   і 

при / 2N Z A   співвідношення (6) приймає 

вигляд 
 

 , 1/3

0

15 1,68
np np

M M as s
r rZ

A R A

 
 =  . (7) 

 

У роботі [13] було отримано вираз для внеску 

ps  ПДР у енергетично зважене правило сум у 

рамках квазикласичного наближення з викорис-

танням кінетичного рівняння Власова у фазово-

му просторі з умовою дзеркального відбиття 

частинок від нерухомої поверхні. У наближенні 

/ 2N Z A   вираз для внеску ПДР у повне зна-

чення ЕЗПС, ps , можна представити у вигляді 

 

 

3/2
1
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1

L=1 0

(PDR)
2.1

np

p K

rm
s s

m R

 
= =   

 
. (8) 

 

Далі (8) будемо називати формулою методу PR 

KEM (Pethick, Ravenhall + Kinetic Equation 

Method). 

Для систематик експериментальних даних і 

мікроскопічних розрахунків будемо використо-

вувати вираз із залежністю від відношення 
1/3/npr A  подібно тому, як у формулах (7) і (8): 
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1
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1
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1
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p sys
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sm
s s

m s
 = =

+
. (9) 

 

Відзначимо, що оскільки значення внеску ps  

малі, то величини ps  і ps  мало відрізняться. 

Для обчислення товщини нейтронної шкіри 

npr  використовувалася параметризація з нашої 

роботи [15]: 
 

1/3= 0,62 - 0,22 + 0,003 +npr A A    

 

 1/3(0,47 - 0,009 )A A I+     фм, (10) 
 

де ( ) /I N Z A= −  надлишок нейтронів у ядрі. 

Значення параметрів ,   у співвідношенні 

(9) знаходилося підгонкою відношення внесків 

ПДР до ГДР у ЕЗПС виразами (9) до 

експериментальних даних [16, 17] ( exs ) та 



СИСТЕМАТИКА ВНЕСКУ ПІГМІ-ДИПОЛЬНИХ РЕЗОНАНСІВ 

ISSN 1818-331X   ЯДЕРНА ФІЗИКА ТА ЕНЕРГЕТИКА  2026  Т. 27  № 3 209 

значень результатів мікроскопічних обчислень 

(
ths ). Підгонка була виконана методом 

найменших квадратів з хі-квадрат відхиленням 

2

  = ( )
2

( )( ) ( )
j

j

ex thw j js s − , , ,M K sys = , де 

jw  – ваговий множник j-того значення внеску 

ПДР, а N  – загальна кількість даних. 

Експериментальні дані було взято з роботи [16], 

повне бібліографічне посилання на які наведено 

в [15], а також із рис. 26 роботи [17], повне 

бібліографічне посилання на які також наведено 

в [15]. Ці дані були перераховані на відношення 

внесків ПДР до ГДР ,expps  згідно з виразом (3): 

,exp ,exp ,exp/ (1 )p p ps ss = − . Вагові коефіцієнти 

були вибрані сталими 41/10jw −= . Результати 

підгонки представлено в таблиці. 
 

Параметри систематик ,sys m
s , ,sys e

s  (9), відношення внеску ПДР до ГДР стану у ЕЗПС з їх підгонки 

відповідно до значень мікроскопічних розрахунків і експериментальних даних (наведено в дужках), а 

також відношення середньоквадратичних відхилень на одне значення кількості внесків 2 2
/ N

  
 =   до 

відповідного середньоквадратичного відхилення 
2

Ms
  методу PR MSR, (6). Середньоквадратичні 

відхилення значень за формулою (6) від значень мікроскопічних обчислень (експериментальних даних) 

дорівнюють 
2

Ms
  = 2,8 (4,0). 

 

Вираз Значення параметрів або № формули 2 2/ M   

,sys ms , (9) 

( ,sys es ) 

0,37, 0,55 =  =  

( 0,37, 0,78 =  = ) 
0,45 

(0,37) 

,M a
s ,(7) 1,68, 1,0 =  =  0,85 

(1,45) 

Ks , (8) (8) 
6,65 

(0,79) 
 

На рис. 1 порівнюються значення відношення 
1 1

L=1 L=1(PDR)/ (GDR)ps m m=  внеску стану ПДР до 

ГДР, 
M

s , (6), 
K

s , (8), (3) в Е1 енергетично зваже-

не правило сум з результатами мікроскопічних 

розрахунків для ізотопів нікелю, олова, свинцю 

залежно від параметра нейтронно-протонної 

асиметрії ( ) /I N Z A= − . 

 

 
Рис. 1. Порівняння значень відношення 1 1

L=1 L=1(PDR)/ (GDR)ps m m=  внеску стану ПДР до ГДР, 
M

s , (6), 
K

s , (8), 

(3), в Е1 ЕЗПС з результатами мікроскопічних розрахунків для ізотопів нікелю, олова, свинцю залежно від 

параметра нейтронно-протонної асиметрії ( ) /I N Z A= − . Позначення: суцільний червоний ромб  – Ms  

обчислення за формулою (6), контур фіолетового ромба  – ,M as  обчислення за формулою (7), синій квадрат 

 – Ks  формули (8), (3); перевернутий коричневий трикутник  – ,sys ms  систематика (9) з параметрами 

підгонки мікроскопічних обчислень; заштриховане коло  – результати з [18], коло  – [19], хрестики  – [20]. 

(Див. кольоровий рисунок на сайті журналу.) 
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З рис. 1 видно, що результати обчислень від-

ношень внесків ПДР до ГДР за аналітичними 

формулами (8) кінетичної теорії з (3) не переви-

щує ~3 % і в декілька разів є меншими від зна-

чень за методом молекулярних кластерів та 

мікроскопічних розрахунків і їхньої систематики 

(9). Значення відношень внесків ps , обчислених 

за аналітичними виразами та систематикою, 

монотонно зростають з надлишком нейтронів, як 

і у мікроскопічних обчисленнях при малих над-

лишках нейтронів. Відзначимо, що згідно з 

мікроскопічними розрахунками для ізотопів 

нікелю і олова з великим надлишком нейтронів 

відношення внесків ПДР до ГДР зменшується зі 

збільшенням такого надлишку. 

Видно, що в середньому із статистичної точки 

зору систематика (9) краще описує тенденцію 

поведінки експериментальних даних і мікроско-

пічних обчислень відносних внесків ps , ніж ана-

літичні вирази, а співвідношення (6) трохи краще 

описує такі значення, ніж вираз (8). Обчислення 

за формулами (6) і (7) дуже близькі. 

На рис. 2 порівнюються значення відношення 

ps = 1 1

L=1 L=1(PDR)/ (GDR)m m  внеску стану ПДР до 

ГДР в Е1 ЕЗПС на лінії бета-стабільності. Внес-

ки обчислювалися згідно з виразами (6)–(8) та 

систематикою (9) з параметрами з таблиці, що 

були визначені з підгонки мікроскопічних розра-

хунків і експериментальних даних. Товщина 

нейтронної шкіри npr  обчислювалася з пара-

метрами ((16с) з [14]), а лінія бета-стабільності 

визначалася за формулою Гріна [21–23]: 

0,4 / (200 )I A A= + . 
 

 
Рис. 2. Залежність відношення 1 1

L=1 L=1(PDR)/ (GDR)ps m m=  внесків станів ПДР та ГДР в Е1 ЕЗПС від масового 

числа на лінії бета-стабільності. Позначення: суцільний червоний ромб  – Ms  обчислення за формулою (6); 

контур фіолетового ромба  – ,M as  обчислення за формулою (7); синій квадрат  – Ks  розрахунок за (8) + (3); 

трикутник  – ,sys es  формула (9) з параметрами ,  , підігнаними за експериментальними даними; 

перевернутий трикутник  – ,sys ms  формула (9) з параметрами ,  , підігнаними за мікроскопічними 

обчисленнями. (Див. кольоровий рисунок на сайті журналу.) 
 

Як видно, для ядер на лінії бета-стабільності 

відношення внесків ПДР до ГДР за системати-

кою експериментальних даних становить  

~1,5–2,0 %, що приблизно вдвічі менше за 

відповідні значення, отримані за систематикою 

мікроскопічних розрахунків. Значення ps  за 

аналітичними формулами методу молекулярного 

правила сум методу PR MSR (формули (6), (7)) є 

дуже близькими і приблизно в два рази 

більшими за систематики експериментальних 

даних.  

На рис. 3 порівнюються внески ПДР станів у 

Е1 ЕЗПС, обчислених за формулами (6)–(9) з 

експериментальними даними з [16, 17]. 

Відзначимо, що відсоток експериментальних 
даних, що потрапляють в інтервал 

,exp ,exp/ 0,5p ps s s −   для обчислень за підходом 

типу   такий: ,sys es  – 61 %, Ms  – 43 %, 
,M аs  – 

35 %, Ks  – 9 %, ,sys ms  – 17 %. Із цих обчислень та 

рис. 3 видно, що параметризації Ms  і 
,M аs  добре 

описують експериментальні значення навіть без 
підгонки, хоча при малих Z і великих нейтрон-
них надлишках вони дають доволі великі внески 
ПДР станів у E1 ЕЗПС, ніж підгонки за система-

тиками ,sys ms . Систематика ,sys ms  у цілому при-

зводить до більших значень внесків ps , ніж ті, 

що відповідають експериментальним даним. 
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Рис. 3. Порівняння внесків ПДР станів у E1 ЕЗПС за формулами (6)–(9) з експериментальними даними з робіт 

[16, 17]. Позначення: чорні точки (з похибками або без) – ,expps  експериментальні дані; суцільний червоний  

ромб  – Ms  метод PR MSR (6)+(3); контурний фіолетовий ромб  – ,M as , (7)+(3); синій квадрат  – Ks  

метод PR KEM, (8); зелений трикутник  – ,sys es  систематика (9) з параметрами ,   з підгонки 

експериментальних даних; коричневий перевернутий трикутник  – ,sys ms  систематика (9) з параметрами ,   

підгонки мікроскопічних обчислень. Для наочності обчислення одного типу з’єднані лініями. (Див. кольоровий 

рисунок на сайті журналу.) 
 

Експериментальні значення ,expps  і значення 

систематики ,sys es  виявилися меншими за мікро-

скопічні оцінки. Підгонка за систематикою (9) з 

параметрами, отриманими по мікроскопічних 

даних, приблизно в 2 рази дає більші значення, 

ніж підгонка параметрів по наявних експеримен-

тальних даних. У цілому в середніх та важких 

атомних ядрах доля ПДР у Е1 ЕЗПС не переви-

щує ~5 %, а її значення за аналітичними вираза-

ми методу молекулярного кластерного правила 

сум і кінетичного рівняння є більш ніж у два 

рази меншими, ніж експериментальні дані.  

Слід відзначити, що існують систематичні 

похибки при знаходженні як експериментальних, 

так і мікроскопічних значень внеску ПДР в 

ЕЗПС. Зокрема низькоенергетична частина збуд-

ження ізоскалярного дипольного резонансу роз-

ташована поблизу ізовекторного Е1 ПДР і експе-

риментальні дані можуть бути сумішшю Е1 

ізоскалярних та ізовекторних збуджень. Теоре-

тичні значення ПДР правила сум залежать від 

інтервалу, на якому вони обчислюються. У даній 

роботі ці ефекти вважаються малими зі статис-

тичної точки зору. 
 

3. Результати та висновки 
 

Проведено порівняння аналітичних формул 

методу молекулярного кластерного правила сум і 

кінетичного рівняння для відносного внеску ПДР 

в енергетично зважене правило сум для елект-

ричних дипольних переходів з мікроскопічними 

розрахунками та експериментальними даними 

для ізотопів нікелю, олова і свинцю. Аналітичні 

оцінки дають порядок величини долі ПДР, але 

зазвичай виявляються нижчими за експеримен-

тальні дані й мікроскопічні підходи. 

У цілому в середніх та важких атомних ядрах 

частка ПДР в Е1 ЕЗПС не перевищує ~5 %, а її 

значення, отримані згідно з аналітичними вира-

зами методу молекулярного кластерного правила 

сум і кінетичного рівняння, є більш ніж удвічі 

меншими за експериментальні дані.  Значення 

мікроскопічних обчислень долі ПДР у Е1 ЕЗПС у 

середніх і важких ядрах приблизно у два рази 

більші, ніж експериментальні дані. Запропонова-

но спрощені вирази для обчислення долі ПДР Е1 

ЕЗПС з параметрами, підігнаними по мікроско-

пічних розрахунках та експериментальних даних, 

які статистично краще узгоджуються з даними, 

ніж відповідні аналітичні вирази. Такі вирази 

можна використовувати для оцінки внеску ПДР у 

Е1 ЕЗПС за відсутності експериментальних 

даних і мікроскопічних обчислень. 
 

В. А. Плюйко і О. М. Горбаченко вдячні фон-

ду НФДУ за часткову підтримку досліджень 

(грант НФДУ 2023.05/0024 «Вирішення сучасних 

проблем хімії, біомедицини, фізики та матеріало-

знавства з використанням центру високопродук-

тивних обчислень і машинного навчання»). 
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SYSTEMATICS OF THE FRACTION OF PYGMY DIPOLE RESONANCES 

IN THE ENERGY-WEIGHTED SUM RULE 
 

Fraction of the pygmy dipole resonance (PDR) in the energy-weighted sum rule for electric dipole gamma 

transitions (E1 EWSR) in medium-heavy and heavy nuclei with an excess of neutrons is analyzed. Macroscopic 

analytical expressions for the PDR fractions are compared with microscopic calculations and experimental data for 

isotopic chains of nickel, tin, and lead. Analytical expressions for calculating the PDR fractions of the E1 EWSR as a 

function of the number of surface neutrons are tested. The number of such neutrons is considered proportional to the 

thickness of the neutron skin. Systematics for the PDR fraction of the E1 EWSR are proposed. 

Keywords: pygmy dipole resonance (PDR), energy-weighted sum rule for electric dipole transitions (E1 EWSR), 

PDR fraction of the E1 EWSR, neutron skin thickness, number of surface neutrons. 
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