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ДОСЛІДЖЕННЯ БІКВАДРАТИЧНОГО АНГАРМОНІЧНОГО ОСЦИЛЯТОРА 

НА ОСНОВІ НЕЛІНІЙНОГО ВАРІАЦІЙНОГО МЕТОДУ РЕЛЕЯ–РІТЦА. 

I. РОЗРАХУНОК ТА АНАЛІЗ РІВНІВ ЕНЕРГІЇ ТА ХВИЛЬОВИХ ФУНКЦІЙ  

 

Для квантового біквадратичного ангармонічного осцилятора з гамільтоніаном ( )2 2 2 41
2

H p x x= + +  

продовжено наші дослідження його властивостей на основі застосування збіжного розкладу хвильової функції 

системи за модифікованим осциляторним базисом з варійованою підгінною частотою 0 , тобто за повним 

набором власних функцій ( ) 0 ;n x   деякого опорного гармонічного гамільтоніана ( ) ( ) ( )0 2 2 2

0 0

1
2 p x = + H . 

Даний запропонований нами підхід дає змогу кардинально прискорити збіжність розкладів завдяки додатковій 

адаптації базисних функцій до структури досліджуваної системи. Основну увагу приділено строгій 

математичній реалізації варіаційної схеми з оптимізацією частоти базису 0  як справжньої нелінійної 

варіаційної змінної. Розгляд здійснено в рамках узагальненого нелінійного варіаційного методу Релея–Рітца, 

згідно з яким виконано процедуру мінімізації енергії станів системи за нелінійним параметром 0  з метою 

точного розрахунку його оптимального значення при різних значеннях константи зв’язку осцилятора  та 

порядку варіаційного базису N. Уперше для даної моделі виконано повну строгу чисельну реалізацію цієї 

процедури з точним контролем, що дає можливість перейти від евристичного вибору параметрів до строго 

алгоритмічного та відтворюваного розрахунку. Таке строге варіаційне обґрунтування дає змогу дослідити 

структуру функціонала енергії та особливості поведінки нелінійного параметра. Показано, що запропонований 

підхід забезпечує стандартну точність обчислень енергії 10−8 при дуже малому порядку базису 6 7N   та 

зберігає при цьому свою ефективність у всій області сильного зв’язку – при будь-яких . Досліджено поведінку 

оптимізованого частотного параметра 0  залежно від порядку базису N і виявлено та інтерпретовано важливий 

ефект варіаційного плато – широкої ділянки зміни параметра 0 , у межах якої розрахована енергія залишається 

практично сталою. Далі цим методом розраховано хвильові функції системи для ряду значень . Отримані 

результати демонструють, що нелінійна оптимізація базису є надзвичайно дієвим механізмом значного 

підвищення ефективності варіаційних розрахунків як для енергій, так і для хвильових функцій. 

Ключові слова: ангармонічний осцилятор, гармонічний осциляторний базис, біквадратичний ангармонічний 

осцилятор, нелінійний варіаційний метод, метод Релея–Рітца, квантова теорія поля. 
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STUDY OF THE QUARTIC ANHARMONIC OSCILLATOR 

USING THE NONLINEAR RAYLEIGH–RITZ VARIATIONAL METHOD. 

I. CALCULATION AND ANALYSIS OF ENERGY LEVELS AND WAVE FUNCTIONS  

 

For the quantum quartic anharmonic oscillator with Hamiltonian ( )2 2 2 41
2

H p x x= + + , our study has been 

further developed using a convergent expansion of the system’s wave function in a modified oscillator basis with an 

adjustable frequency 0 , i.e., in the complete set of eigenfunctions ( ) 0 ;n x   of a reference harmonic Hamiltonian 

( ) ( ) ( )0 2 2 2

0 0

1
2 p x = + H . Our proposed approach enables a significant improvement in the convergence rate of 

expansions through the additional adaptation of the basis functions to the specific structure of the system being 

analyzed. Primary attention is given to the rigorous mathematical implementation of the variational scheme, treating the 

basis frequency 0  as a true nonlinear variational parameter subject to optimization. Within the framework of the 

generalized nonlinear Rayleigh–Ritz variational method, the system’s energy is minimized with respect to the nonlinear 

parameter 0  to accurately determine the optimal value of 0  for different values of the oscillator coupling constant   

and the variational basis size N . This study provides, for the first time, a fully rigorous numerical implementation of 

this procedure for the quartic anharmonic oscillator, ensuring precise control and enabling a transition from heuristic 

parameter selection to a systematic and reproducible algorithmic approach. This rigorous variational justification 
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enables the exploration of the energy functional’s structure and the behavior of the nonlinear parameter. It is shown that 

the proposed method provides standard 8
10

−  accuracy in energy calculations, employing a remarkably small basis size 

of 6 7N − , while maintaining high efficiency throughout the strong-coupling region – for all values of  . The 

behavior of the optimized frequency parameter 
0  with respect to the basis size N  was also investigated, along with 

the identification and interpretation of the important effect of the variational plateau – a broad region of variation in the 

parameter 
0  where the computed energy remains nearly constant. The system’s wave functions were also calculated 

using the proposed method for a range of  . The obtained results demonstrate that nonlinear optimization of the basis is 

a highly effective means of substantially increasing the efficiency of variational calculations, both for energies and for 

the wave functions. 

Keywords: anharmonic oscillator, harmonic oscillator basis, quartic anharmonic oscillator, nonlinear variational 

method, Rayleigh–Ritz method, quantum field theory. 
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