
ЯДЕРНА ФІЗИКА ТА ЕНЕРГЕТИКА / NUCL. PHYS. AT. ENERGY 25 (2024) 216-227 ISSN 1818-331X 
 

ЯДЕРНА ФІЗИКА 

NUCLEAR PHYSICS 
 

216 

УДК 539.1.01 https://doi.org/10.15407/jnpae2024.03.216 
 

В. А. Бабенко*, О. В. Нестеров 
 

Інститут теоретичної фізики ім. М. М. Боголюбова НАН України, Київ, Україна 
 

*Відповідальний автор: pet2@ukr.net 
 

ПРО БІКВАДРАТИЧНИЙ АНГАРМОНІЧНИЙ ОСЦИЛЯТОР –  

ПІДХІД У РАМКАХ РОЗКЛАДУ ПО ОСЦИЛЯТОРНОМУ БАЗИСУ. 

I. ДОСЛІДЖЕННЯ ТА РОЗРАХУНОК ЕНЕРГІЙ ОСНОВНОГО І ЗБУДЖЕНИХ СТАНІВ 
 

Для квантового біквадратичного ангармонічного осцилятора з гамільтоніаном ( )2 2 41
2

,H p x x= + +  який є 

однією з класичних традиційних моделей квантової механіки та квантової теорії поля, докладно вивчаються і 

розраховуються його основні фізичні характеристики та властивості на основі застосування розкладу хвильової 

функції системи по повному набору власних функцій гармонічного осцилятора, тобто по базису власних функ-

цій 
( ) 0

n  незбуреного гамільтоніана 
( ) ( )0 2 21

2
.H p x= +  Показано дуже хорошу збіжність розрахованих рівнів 

енергії ангармонічного осцилятора залежно від кількості врахованих у розкладі базисних функцій для широко-

го спектра зміни параметра  . Таким чином нами розраховано енергії основного та шести перших збуджених 

станів системи в дуже широкому інтервалі зміни константи зв’язку осцилятора  . У цілому використаний 

метод дає дуже хороший і точний спосіб розрахунку усіх фізичних характеристик системи.  

Ключові слова: ангармонічний осцилятор, осциляторний базис, квантова теорія поля. 
 

1. Вступ 
 

Квантовий ангармонічний осцилятор є кла-

сичною традиційною широко використовуваною 

моделлю, що знаходить безліч теоретичних і 

практичних застосувань у багатьох областях 

квантової фізики [1 - 10]. Протягом усього періо-

ду розвитку квантовомеханічної теорії ця модель 

викликала великий інтерес і була предметом 

численних досліджень, що пов’язано з її бага-

тьма важливими властивостями та характеристи-

ками, а також із можливими застосуваннями для 

опису значної кількості різних квантових систем 

та явищ. Дана обставина пов’язана з тим суттє-

вим фактом, що модель квантового ангармоніч-

ного осцилятора є узагальненням та розвитком 

моделі гармонічного осцилятора і може описува-

ти процеси та їхні характеристики у багатьох 

квантових системах, де є коливальні ступені сво-

боди. Останні ж, очевидно, існують у безлічі 

систем. Внаслідок цього практичні застосування 

даної моделі охоплюють широкі галузі квантової 

фізики та представляють суттєвий інтерес [1 - 

10]. Серед різноманітних та численних застосу-

вань моделі можна назвати, зокрема, опис коли-

вань молекул і атомів у квантовій хімії та атом-

но-молекулярній фізиці, опис коливань кристалі-

чних решіток у теорії твердого тіла, опис певних 

дифузійних процесів, а також застосування в 

теорії лазерів. У силу цілого ряду причин особ-

ливий інтерес та важливість модель ангармоніч-

ного осцилятора має для квантової теорії поля, 

фізики елементарних частинок і теорії атомного 

ядра [1 - 15]. Як підкреслювалося багатьма авто-

рами, модель ангармонічного осцилятора є одні-

єю з найпростіших і, в той же час, досить реаліс-

тичних моделей квантової теорії поля, яка має 

численні характерні квантовопольові особливос-

ті та властивості, а тому може бути важливим 

прикладом та ілюстрацією для вивчення та 

застосування різних квантовопольових методів, 

за винятком теорії і методів перенормувань. При 

цьому очікується, що багато більш реалістичних 

і багатовимірних квантовомеханічних та кванто-

вопольових моделей повинні мати ті ж самі 

принципові характерні властивості, що й ангар-

монічний осцилятор, який таким чином може 

бути дуже зручною моделлю для вивчення цих 

властивостей. Зокрема, серед найважливіших 

проблем для дослідження на прикладі ангармо-

нічного осцилятора можна назвати такі фунда-

ментальні проблеми, як розбіжність рядів теорії 

збурень та проблема сильного зв’язку, тобто 

опису властивостей системи в непертурбативній 

області при великих значеннях константи 

зв’язку. Зауважимо також, що в теорії атомного 

ядра деякі ядерні моделі, такі, наприклад, як 

модель Давидова - Чабана [16], за певних спро-

щень приводять до гамільтоніанів типу гаміль-

тоніана ангармонічного осцилятора. Останній 

факт є абсолютно природним у зв’язку із зазна-

ченою вище можливістю моделі ангармонічного 

осцилятора описувати коливальні ступені свобо- 
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ди різних квантових систем, зокрема коливання 

нуклонів у ядрах, коливання поверхні ядер, а 

також коливальні спектри ядер у рамках деяких 

моделей атомного ядра [11 - 18].  

Таким чином, модель ангармонічного осциля-

тора є предметом багаточисельних інтенсивних 

досліджень протягом усього періоду розвитку 

квантової фізики і, відповідно, її вивченню при-

свячено багато сотень робіт – див., напр., більш 

ранні роботи [1, 2, 19 - 32], а також цілий ряд 

нещодавніх робіт [11 - 15, 33 - 47] та недавно 

видану окрему достатньо немалу монографію 

[10], присвячену даній темі. Унаслідок сказаного 

вище можна відзначити, що ангармонічний 

осцилятор постійно викликає значний інтерес 

для дослідження завдяки відносно простому, з 

одного боку, але в той же час суттєво нетриві-

альному та показовому характеру даної моделі, з 

іншого боку, а також завдяки можливим прак-

тичним застосуванням. Отже, по суті неможливо 

представити скільки-небудь повний список ро-

біт, присвячених даній темі. Однак деякі списки 

публікацій про ангармонічний осцилятор, що 

включають посилання на низку нових робіт, 

можна знайти в нещодавній статті [41] та в не-

давно виданій монографії [10] з цієї теми. 

У наших попередніх роботах [48, 49] модель 

біквадратичного ангармонічного осцилятора 

вивчалася на основі підсумовування розбіжного 

ряду теорії збурень Релея - Шредінгера запро-

понованим покращеним методом Паде-

апроксимант з використанням їхнього усеред-

нення, що мало цілий ряд переваг і вперше нада-

ло можливість забезпечити в розглянутому під-

ході правильну асимптотику рівнів енергії на 

нескінченності при зростанні константи зв’язку 

осцилятора  . У даній роботі повне, послідовне 

та всебічне дослідження моделі біквадратичного 

ангармонічного осцилятора, включаючи систе-

матичний розрахунок усіх його властивостей і 

характеристик, здійснюється нами на основі 

застосування розкладу хвильової функції систе-

ми по повному набору власних функцій гармо-

нічного осцилятора, тобто по повному базису 

власних функцій незбуреного гамільтоніана 

( )0 .H  =  Даний метод розкладу по осцилятор-

ному базису успішно та багаторазово застосову-

вався нами раніше [50 - 53] в рамках алгебраїчної 

версії методу резонуючих груп для дослідження 

та розрахунку властивостей легких атомних 

ядер. Загалом метод розкладу по осциляторному 

базису є давнім традиційним підходом до 

розв’язку багатьох проблем квантової механіки, 

який неодноразово та успішно використовувався 

в багатьох теоретичних задачах – див., напр., 

розлогу монографію [54] по даній темі та чис-

ленні приклади й посилання у ній. Однак послі-

довне чітке застосування цього підходу до 

розв’язку задачі про ангармонічний осцилятор, 

наскільки нам відомо, в літературі відсутнє – 

хоча підходи з діагоналізації гамільтоніана та 

варіаційні підходи ряду робіт [44, 55, 56] близькі 

до цього методу. 
 

2. Деякі властивості біквадратичного 

ангармонічного осцилятора та розкладу 

по осциляторному базису функцій – 

основи теорії і формалізму 
 

Модель одновимірного біквадратичного ангар-

монічного осцилятора з гамільтоніаном 
 

 
( ) ( ) ( )0 0 2 2 41

2
H H U H V p x x= + = + = + +  (1) 

 

є, як зазначалося, однією з класичних традицій-

них моделей квантової механіки та квантової 

теорії поля [1 - 10]. Оператор збурення 

( ) ( ) 4U x V x x=  =   у цій моделі прямо пропор-

ційний четвертій степені координати х. При цьо-

му на початковому етапі досліджень ми, відпо-

відно до часто прийнятих угод, будемо викорис-

товувати систему одиниць, у якій основні 

параметри осцилятора (його маса, частота та 

зведена стала Планка) прийняті такими, що до-

рівнюють одиниці: 1, 1, 1.m = = =  Стаціо-

нарне рівняння Шредінгера в координатному 

представленні для хвильової функції системи 

( )x  має в цьому випадку звичайний вигляд 
 

 ,H E =   (2) 
 

де оператор квадрата імпульсу 
2p  може бути 

записаний через координату х, з урахуванням 

прийнятих угод, як 
2

2

2
.

d
p

dx
= −  Важливий харак-

теристичний параметр ,  що описує відхилення 

повного гамільтоніана системи (1) від гамільто-

ніана звичайного добре відомого гармонічного 

осцилятора ( ) ( )0 2 21
,

2
H p x= +  зазвичай носить 

назву константи зв’язку або параметра ангармо-

нізму. На початковому етапі дослідження приро-

дно вважати константу зв’язку   малим дійсним 

позитивним параметром. Однак великий фунда-

ментальний і практичний інтерес становить опис 

та розрахунок характеристик системи також при 

великих дійсних значеннях параметра ,  тобто в 

області сильного зв’язку. Для встановлення ж і 

теоретичного дослідження всіх суттєвих власти-

востей системи необхідним є вивчення поведінки 

характеристик системи, таких як її енергія E  та  
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хвильова функція ,  в усій комплексній площи-

ні зміни параметра   [1, 10, 20]. Відзначимо, що 

хвильова функція ( ) ,x  як це видно з (1), (2), 

залежить також, як від параметрів, від енергії 

системи E  та від константи зв’язку   – 

( ) ( ); .Ex x =     

Рівняння (2) у координатному представленні є 

звичайним диференціальним рівнянням другого 

порядку відносно хвильової функції системи 

( )x  і має у даному випадку, як відомо, фізичні 

квадратично інтегровні розв’язки, що називають 

власними функціями, лише при певних дискрет-

них значеннях енергії системи ( ) ,n nE E=   які 

утворюють спектр власних значень ( ) 
0
.n n

E


=
  

Загальний розв’язок диференціального рівняння 

другого порядку (2) може бути записаний у 

вигляді лінійної комбінації ( ) ( )1 1x C x =  +  

( )2 2C x+   двох лінійно незалежних розв’язків 

( )1 x  та ( )2 x  з деякими сталими 
1C  і 

2 ,C  із 

яких один розв’язок є спадаючим на нескінчен-

ності при ,x→  а другий розв’язок є 

зростаючим. Виходячи з фізичних міркувань 

зростаючий розв’язок (для визначеності, напри-

клад, ( )2 x ) треба відкинути за рахунок прий-

няття однієї з констант 
iC  лінійної комбінації 

розв’язків такою, що дорівнює нулю (у даному 

випадку маємо 
2 0C = ). Залишений довільний 

множник 
1C  теоретично визначається з умови 

нормування хвильової функції ( )x  зв’язаного 

стану системи на одиницю: 
 

 ( )2 1.x dx


−

=  (3) 

 

Водночас хвильова функція ( )x  обирається 

дійсною та квадратично інтегровною згідно з (3), 

а її асимптотика на нескінченності для обраного 

спадаючого розв’язку, згідно з диференціальним 

рівнянням (2), як було показано [20, 57], має 

вигляд ( )
32

3 .
x

x

C
x

x
e


−

→+
  При цьому, в силу 

парності гамільтоніана (1) відносно координати 

х, всі власні фізичні розв’язки рівняння (2) поді-

ляються на парні та непарні. 

Звичайний стандартний квантово-механічний 

підхід для розв’язку вищеописаної задачі про 

ангармонічний осцилятор полягає в застосуванні 

теорії збурень по параметру   [1, 4]. У цьому 

випадку розклад стандартної теорії збурень 

Релея - Шредінгера для хвильової функції ( )x  і 

для енергії ( )0E   основного стану даної моделі 

можуть бути записані у вигляді звичайних 

степеневих розкладів в околі точки 0 =  по 

степенях константи зв’язку  : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 1 2

0

; ,n

n

n

x x x x x


=

  =   =  +  +  +  

(4) 

 ( ) 2

0 0 1 2

0

,n

n

n

E A A A A


=

 =  = +  +  +  (5) 

 

де перший коефіцієнт 
0 1/ 2A =  останнього роз-

кладу дає добре відоме значення основного рівня 

енергії звичайного гармонічного осцилятора – 

( )0 0 / 2 1 / 2.E =  =  Проте Бендером і Ву [1] 

була строго доведена розбіжність ряду теорії 

збурень для енергії основного стану ( )0E   

ангармонічного осцилятора в усій комплексній 

площині константи зв’язку   за винятком почат-

ку координат. Водночас для ангармонічного 

осцилятора, що визначається гамільтоніаном (1), 

було запропоновано ще цілий ряд якісних аргу-

ментів [24, 58, 59], що свідчать на користь роз-

біжності ряду теорії збурень для даної моделі, з 

яких найбільш важливим та відомим є так званий 

«аргумент нестійкості Дайсона» [58]. Останній 

також іноді називають «феномен Дайсона» або 

«ефект Дайсона» і його суть полягає в якісній 

зміні спектра системи при зміні знака параметра 

  з позитивного на негативний при будь-якому, 

скільки завгодно малому, значенні константи .  

А саме, при зміні знака   з позитивного на нега-

тивний, спектр системи «миттєво» стає неперер-

вним і всі дискретні рівні енергії зникають. 

Таким чином, це демонструє, що точка 0 =  є 

особливою точкою для рівнів енергії як функцій 

 , внаслідок чого степеневі ряди Тейлора, тобто 

ряди теорії збурень, у цій точці є розбіжними. 

Строге ж математичне доведення цього факту, 

якісно встановленого Дайсоном [58, 59], було 

дано Бендером і Ву [1]. Зазначена розбіжність 

ряду теорії збурень для ангармонічного осциля-

тора, як і для багатьох інших рядів теорії збурень 

у квантовій механіці та квантовій теорії поля, не 

лише представляє значний теоретичний інтерес і 

є вкрай важливим фактом, але разом із цим дана 

обставина несе з собою дуже значні теоретичні 

та практичні труднощі для конкретного застосу-

вання і обчислень. Таким чином, у цьому випад-

ку для роботи і практичних обчислень відповідно 

до теорії збурень необхідним є застосування 

якихось особливих методів і засобів, наприклад 

особливих математичних методів підсумовуван-
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ня розбіжних рядів теорії збурень. Останнє пред-

ставляє велику складність, особливо при більш-

менш значному зростанні константи зв’язку ,  

тобто в області сильного зв’язку. 

Проте існує інший підхід до розв’язку задач 

квантової механіки, також досить поширений і 

стандартний [50 - 54], який полягає не у розкладі 

хвильової функції системи в степеневий ряд тео-

рії збурень (4) по константі зв’язку, а в розкладі 

хвильової функції по добре відомій повній сис-

темі власних функцій гармонічного осцилятора. 

У цьому випадку гамільтоніан нульового набли-

ження 
( )0

H  відповідає значенню константи 

зв’язку 0 =  
 

 
( ) ( ) ( )0 2 21

2
0 ,H H p x=  = = +  (6) 

 

однак розклад проводиться не по степенях пара-

метра ,  а по власних функціях гамільтоніана 

(6). Гамільтоніан (6) у даному випадку є гаміль-

тоніаном добре відомого звичайного гармонічно-

го осцилятора, а його власні функції ( ) 
0n n

x


=
  є 

розв’язками задачі на власні значення 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )0 0

,n n nH x E x =   (7) 

 

де власні значення енергії гармонічного осциля-

тора визначаються відомим виразом 
 

 ( )0 1
, 0, 1, 2,... .

2
nE n n= + =  (8) 

 

Взаємно ортогональні та нормовані дійсні власні 

функції ( )n x  гармонічного осцилятора запи-

суються в явному вигляді як [60, 61] 
 

 ( ) ( )
2

2
1

, 0, 1, 2,...,
2 !

x

n n
n

x e H x n
n

−

 = =


 (9) 

 

де ( ) ( )
2 2

1
n

n x x

n n

d
H x e e

dx

−= −  – класичні поліноми 

Ерміта, що є ортогональними з вагою ( )
2xw x e−=  

на дійсній осі ( ), .= − +  Власні функції 

( )n x  при цьому утворюють повний набір, або 

базис, у гільбертовому просторі ( )2L  квадра-

тично інтегровних функцій, а умова ортонормо-

ваності для них записується у вигляді 
 

 ( ) ( ) ( ), ,m n m n m n mnx x dx



−

  =   =   =  (10) 

 

де mn  – звичайні символи Кронекера 

( )1, ; 0, .mn mnm n m n = =  =   Відзначимо, що в 

силу відповідних властивостей поліномів Ерміта 

при парних значеннях індексу n відповідна осци-

ляторна базисна функція ( )n x  буде парною по 

х, а при непарних значеннях індексу n – від-

повідно непарною. Оскільки хвильова функція 

нашої системи ( )x  є квадратично інтегровною 

(див. (3)) та належить відповідно простору 

( )2L , то її можна розкласти в ряд по повному 

набору базисних функцій гармонічного осциля-

тора 
 

 ( ) ( )
0

.n n

n

x c x


=

 =   (11) 

 

При цьому дійсні коефіцієнти nc  даного розкла-

ду, що залежать від   як від параметра – 

( ) ,n nc c=   задовольняють, виходячи з (3) і (10), 

умові нормування 
 

 
2

0

1.n

n

c


=

=  (12) 

 

А повний набір цих коефіцієнтів 

   
0 0n nn n

c


= =
=    є фактично хвильовою фун-

кцією нашої системи в представленні гармоніч-

ного осцилятора, або осциляторному представ-

ленні, яке також іноді називають «n»-

представленням. Останній факт ілюструється 

виразом цих коефіцієнтів через хвильову функ-

цію  : 
 

( ) ( ) ( ) ( ), .n n n nc n x x dx



−

=   = =   =    (13) 

 

Підставляючи розклад (11) у вихідне рівняння 

Шредингера (2), отримуємо звичайним чином 

для коефіцієнтів nc  нескінченну однорідну сис-

тему лінійних алгебраїчних рівнянь 
 

 
0

, 0, 1, 2,...,mn n m

n

H c Ec m


=

= =  (14) 

 

у якій матричні елементи повного гамільтоніана 

H  даються виразом 
 

( ),mn m n m nH H H=   =   =  

 

 ( ) ( ) ( )0
.m n mn mnx H x dx H U



−

=   = +  (15) 

 

При цьому матричні елементи гамільтоніана 
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нульового наближення 
( )0

H  (див. (6)), тобто га-

мільтоніана гармонічного осцилятора, у власно-

му представленні є, очевидно, діагональними та 

даються виразом 
 

 
( )0 1

,
2

mn mnH n
 

= +  
 

 (16) 

 

а матричні елементи оператора збурення U V=  

можуть бути отримані з використанням відомих 

рекурентних співвідношень для функцій ( )n x  і 

для елементів mnV  їх можна записати у вигляді 

[62, 63] 
 

( ) ( )4 4 4 2 2, ,mn m n m n m nmn
V x x x x x= =   =   =   =

 

( )( )( ) , 4

1
1 2 3

4
m nn n n n −= − − −  +  

 

( ) ( ) ( )2

, 2

1 3
2 1 1 2 2 1

2 4
m n mnn n n n n−+ − −  + + +  +  

 

( ) ( )( ) , 2

1
2 3 1 2

2
m nn n n ++ + + +  +  

 

 ( )( )( )( ) , 4

1
1 2 3 4 .

4
m nn n n n ++ + + + +   (17) 

 

У даному випадку, очевидно, має також місце 

співвідношення .mn mnU V=   З подальших розра-

хунків і досліджень збіжності буде видно хоро-

шу збіжність власних значень, тобто розрахову-

ваних рівнів енергії, що визначаються в резуль-

таті розв’язку задачі на власні значення для 

обрізаної системи рівнянь (14), залежно від кіль-

кості врахованих членів розкладу (11) та порядку 

обрізання системи рівнянь (14). 

Для конкретного чисельного розв’язку отри-

маної нескінченної системи лінійних алгебраїч-

них рівнянь (14) з наявними в явному вигляді 

(15) - (17) її матричними елементами необхідно 

обмежитись у розкладі (11) та відповідно у сис-

темі (14) деякою скінченною кількістю членів M. 

Підставляючи, таким чином, надалі в (14) одер-

жані матричні елементи запишемо систему 

однорідних лінійних алгебраїчних рівнянь для 

визначення коефіцієнтів nc  у такому скінченно-

му вигляді: 
 

0

1
,

2

M

mn mn n m

n

n V c Ec
=

  
+  + =  

  
  

 

 0, 1, 2,.., ,m M=  (18) 
 

де матричні елементи mnV  даються явною 

формулою (17). Систему рівнянь (18) можливо 

також переписати у формальному матричному 

вигляді, як це прийнято в матричній квантовій 

механіці: 
 

 .E = H  (19) 
 

Тут  mnH=H  – це скінченна дійсна симетрична 

матриця гамільтоніана розмірності ( )1M +   

( )1M +  з елементами 

 

1
, , 0, 1, 2,.., ,

2
mn mn mnH n V m n M

 
= +  +  = 
 

  (20) 

 

а Ψ – це скінченний вектор-стовпчик коефіцієн-

тів nc  
 

 

0

1
,

M

c

c

c

 
 
  =
 
 
 

 (21) 

 

що є фактично хвильовою функцією у матрич-

ному представленні. Власні рівні енергії системи 

nE  при цьому є власними значеннями матриці 

H , а їм відповідають власні вектори ,n  які, з 

врахуванням умови нормування (12), повинні 

бути обрані векторами одиничної довжини, тоб-

то повинна виконуватись умова 
 

 
2 2 2 2

0 1 .1Mc c c = + + + =  (22) 

 

Для остаточних чисельних розрахунків власти-

востей конкретних фізичних станів ангармоніч-

ного осцилятора потрібно також врахувати пар-

ність цих станів. Так, для основного стану сис-

теми та інших парних станів розклад (11) по 

базису осциляторних функцій буде містити тіль-

ки парні базисні функції – 2 1 0jc + =  для парних 

станів. Поклавши у (18) 2 ,m i=  2n j=  та, з ура-

хуванням парного порядку системи рівнянь, 

2 ,M N=  остаточно запишемо систему однорід-

них лінійних алгебраїчних рівнянь для визначен-

ня коефіцієнтів 2 jc  у випадку парних станів сис-

теми у такому вигляді 
 

2 ,2 2 2

0

1
2 , 0, 1, 2,.., .

2

N

ij i j j j

j

j V c Ec i N
=

  
+  + = =  

  


(23) 
Аналогічна система рівнянь для випадку 

непарних станів ангармонічного осцилятора 

( )2 1M N= +  має вигляд 
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2 1,2 1 2 1 2 1

0

3
2 ,

2

N

ij i j j j

j

j V c Ec+ + + +

=

  
+  + =  

  
  

 

 0, 1, 2,.., .i N=  (24) 
 

В останньому випадку розклад (11) по базису 
осциляторних функцій буде містити лише непар-

ні базисні функції – 2 0jc =  для непарних станів. 

Систему рівнянь (23), так само як і систему рів-
нянь (24), можна також переписати у формаль-
ному матричному вигляді аналогічному (19), де в 
обох випадках дійсна квадратна симетрична мат-
риця, власні значення та власні вектори якої 

шукаються, буде мати розмірність ( )1N +   

( )1 .N + Слід особливо підкреслити, що задача 

типу (19) про визначення власних значень і 
власних векторів деякої квадратної дійсної си-
метричної матриці скінченного порядку N  є 

класичною дуже добре розробленою в обчислю-
вальній лінійній алгебрі та має багато вельми 
ефективних чисельних алгоритмів і готових під-
програм її розв’язку, які успішно можуть бути 
застосовані для конкретних чисельних розрахун-
ків. Еквівалентною їй задачею є, як відомо, зада-
ча про діагоналізацію даної матриці. Таким чи-
ном, задача про знаходження власних рівнів 
енергії і відповідних їм власних хвильових 
функцій біквадратичного ангармонічного осци-
лятора зводиться у даному підході до задачі про 
визначення власних значень і власних векторів 
скінченної дійсної симетричної квадратної мат-
риці гамільтоніана системи в представленні гар-
монічного осцилятора («n»-представленні) з мат-
ричними елементами, які даються формулами 
(20), (17) з врахуванням також парності відпо-

відних станів. Хвильова функція системи ( )x  в 

координатному представленні, з урахуванням 

парності, буде даватися розкладом (11) по пов-
ному набору базисних функцій гармонічного 
осцилятора з урахуванням у ньому скінченного 

числа 1N +  членів ( 0,n N= ). 
 

3. Результати розрахунків та дослідження 

збіжності для енергії основного рівня 

біквадратичного ангармонічного осцилятора 

залежно від числа врахованих базисних 

осциляторних функцій розкладу 
 

У табл. 1 для різних   наведено результати 

розрахунків власних значень енергії ( )0E   

основного рівня  біквадратичного ангармонічно-

го осцилятора зі стандартною точністю вісім 

значущих цифр у різних порядках N  розкладу 

хвильової функції системи по осциляторному 

базису відповідно до вищерозглянутого методу, 

тобто як власних значень системи рівнянь (23). 

При цьому значення константи зв’язку   було 

обрано в області слабкого зв’язку 1.  Резуль-

тати показують у даному випадку дуже хорошу 

практичну швидкість збіжності та дуже хорошу 

досяжну точність розрахунків при використанні 

у даній області осциляторних розкладів дуже 

невеликого порядку 15.N  Також при зростанні 

константи зв’язку   цілком очевидно сповіль-

нення швидкості збіжності розрахованих зна-

чень, що є цілком очікуваним внаслідок того 

факту, що зі зростанням   зростає «сила» збу-

рення, яке визначається оператором ( ) 4 ,U x x=   

і відповідно зростає «відхилення» системи від 

чистого гармонічного осцилятора, внаслідок 

чого для досягнення хорошого опису та збіжно-

сті стає необхідним врахування в розкладі все 

більшого числа осциляторних базисних функцій.  
 

Таблиця 1. Значення енергії 
0

E  основного рівня біквадратичного ангармонічного осцилятора, 

розраховані у різних порядках N  розкладу по осциляторному базису 

при деяких значеннях константи зв’язку   в області слабкого зв’язку 1  

(число врахованих базисних функцій розкладу дорівнює 1N + ) 
 

N  0,01 =  0,05 =  0,1 =  0,25 =  0,3 =  0,5 =  0,7 =  

1 0,50728471 0,53291674 0,55956491 0,62232307 0,64035424 0,70630142 0,76733622 

2 0,50725644 0,53268783 0,55938559 0,62186431 0,63906797 0,69753577 0,74582288 

3 0,50725621 0,53264342 0,55916595 0,62129174 0,63853982 0,69745351 0,74566724 

4 0,50725620 0,53264285 0,55914665 0,62097863 0,63809736 0,69668553 0,74496964 

5 0,50725620 0,53264278 0,55914661 0,62092968 0,63800011 0,69628302 0,74425930 

6 0,50725620 0,53264276 0,55914640 0,62092802 0,63799291 0,69618747 0,74397538 

7 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092772 0,63799287 0,69617775 0,74391212 

8 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092723 0,63799225 0,69617774 0,74390602 

9 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092706 0,63799188 0,69617696 0,74390601 

10 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092703 0,63799179 0,69617622 0,74390508 

11 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092703 0,63799178 0,69617591 0,74390415 

12 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092703 0,63799178 0,69617583 0,74390368 

13 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092703 0,63799178 0,69617582 0,74390353 
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Продовження табл. 1 
 

N  0,01 =  0,05 =  0,1 =  0,25 =  0,3 =  0,5 =  0,7 =  

14 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092703 0,63799178 0,69617582 0,74390350 

15 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092703 0,63799178 0,69617582 0,74390350 

Ex. 0,50725620 0,53264275 0,55914633 0,62092703 0,63799178 0,69617582 0,74390350 
 

Примітка. В останньому рядку “Ex.” (“Exact”) наведено точні значення. 
 

Таблиця 2. Значення енергії 
0

E  основного рівня біквадратичного ангармонічного осцилятора, 

розраховані у різних порядках N  розкладу по осциляторному базису 

при деяких значеннях константи зв’язку   в області проміжного та сильного зв’язку 1 50  

 

N  1 =  2 =  5 =  10 =  20 =  25 =  50 =  

5 0,80469834 0,95435205 1,22955456 1,53280435 2,02335509 2,25295532 3,36402214 

10 0,80377399 0,95159076 1,22582543 1,50976951 1,87313929 2,01046262 2,53806547 

15 0,80377068 0,95157068 1,22459892 1,50543697 1,86945103 2,00761035 2,51003367 

20 0,80377065 0,95156849 1,22459162 1,50498451 1,86608440 2,00297807 2,50597337 

25 0,80377065 0,95156848 1,22458721 1,50497950 1,86571365 2,00204840 2,50125468 

30 0,80377065 0,95156847 1,22458705 1,50497317 1,86570865 2,00201274 2,49988406 

35 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497243 1,86569949 2,00200522 2,49973169 

40 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497242 1,86569616 2,00199816 2,49972861 

45 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569583 2,00199653 2,49971903 

50 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569583 2,00199642 2,49971167 

55 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569581 2,00199641 2,49970923 

60 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569580 2,00199639 2,49970883 

65 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569580 2,00199639 2,49970881 

70 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569580 2,00199638 2,49970880 

75 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569580 2,00199638 2,49970879 

80 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569580 2,00199638 2,49970878 

85 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569580 2,00199638 2,49970877 

Ex. 0,80377065 0,95156847 1,22458704 1,50497241 1,86569580 2,00199638 2,49970877 
 

Примітка. В останньому рядку “Ex.” (“Exact”) наведено точні значення. 
 

У табл. 2 наведено розраховані запропонова-

ним способом значення енергії ( )0E   основного 

рівня ангармонічного осцилятора для деяких 

значень константи зв’язку   з області проміжно-

го та сильного зв’язку 1 50.  Результати 

табл. 2 показують подальше передбачуване по-

гіршення збіжності результатів розрахунків по 

мірі зростання значень константи зв’язку .  Тим 

не менш пропонований спосіб розрахунку дає 

змогу проводити надійні та точні розрахунки у 

даній достатньо широкій області значень конс-

танти зв’язку 50  з використанням осциля-

торних розкладів і відповідно діагоналізації 

квадратних матриць не дуже високого порядку 

100.N  У табл. 3 наведено розраховані запро-

понованим способом значення енергії ( )0E   

основного рівня ангармонічного осцилятора для 

деяких значень константи зв’язку   з області 

надсильного зв’язку 100.  Видно, що в даній 

області погіршення збіжності результатів розра-

хунків по мірі зростання значень константи 

зв’язку   є вже достатньо значним і для досяг-

нення потрібної точності є необхідним враху-

вання декількох сотень базисних осциляторних 

функцій розкладу, однак у цілому достатнім є 

вибір порядку розкладу 700.N  Слід при цьому 

зазначити, що внаслідок вищевказаної прекрас-

ної розробленості методів розв’язку задачі про 

знаходження власних значень і власних векторів 

квадратних матриць цілком можливою та реаль-

ною при розв’язку даної задачі є робота та опе-

рування з матрицями дуже великої розмірності 

10000 100000N   – у випадку виникнення 

такої потреби. У цілому ж для розрахунків зі 

стандартною точністю вісім значущих цифр піс-

ля коми в усій практично необхідній області змі-

ни константи зв’язку   є цілком достатнім вибір 

порядку розкладу 1000.N  

Однак останнім часом усе більший інтерес і 

практичну значимість набувають так звані пре-

цизійні розрахунки фізичних характеристик різ-

них моделей ангармонічного осцилятора [39, 44, 

45], тобто розрахунки з точністю в декілька де-

сятків значущих цифр. Наприклад, у нещодавній 

роботі [44] величини, що характеризують ангар-

монічний осцилятор, точніше близьку до нього 

модель подвійної ями, розраховувались із точні- 
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Таблиця 3. Значення енергії 
0

E  основного рівня біквадратичного ангармонічного осцилятора, 

розраховані у різних порядках N  розкладу по осциляторному базису 

при деяких значеннях константи зв’язку   в області надсильного зв’язку 100  

 

N  100 =  500 =  1000 =  2000 =  5000 =  10000 =  20000 =  

50 3,13141038 5,32768645 6,71975732 8,46418574 11,68508581 15,80752057 23,37875096 

100 3,13138417 5,31991445 6,69428156 8,42901540 11,45877776 14,45908609 18,23396405 

150 3,13138416 5,31989443 6,69422256 8,42755115 11,43128071 14,40965840 18,19404951 

200 3,13138416 5,31989436 6,69422091 8,42749872 11,43088535 14,39824368 18,14601842 

250 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749826 11,43081004 14,39810218 18,13759091 

300 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080463 14,39801275 18,13738649 

350 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080451 14,39799591 18,13729054 

400 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799558 18,13723704 

450 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799541 18,13722954 

500 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799535 18,13722937 

550 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799534 18,13722920 

600 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799534 18,13722909 

650 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799534 18,13722907 

700 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799534 18,13722907 

Ex. 3,13138416 5,31989436 6,69422085 8,42749818 11,43080444 14,39799534 18,13722907 
 

Примітка. В останньому рядку “Ex.” (“Exact”) наведено точні значення. 
 

стю сорок значущих цифр. Обґрунтування дано-

го інтересу та значимості прецизійних розрахун-

ків можна знайти у вищевказаних роботах. Для 

здійснення подібних високоточних розрахунків у 

рамках обговорюваного підходу, очевидно, є 

необхідним використання осциляторних розкла-

дів і відповідно діагоналізація матриць все більш 

високого порядку. В силу вищезазначеного 

зауваження про розробленість методів розв’язку 

даної задачі, усе це є цілком реалізовуваним. 
 

Таблиця 4. Прецизійний розрахунок значень енергії 

0
E  основного рівня біквадратичного 

ангармонічного осцилятора з точністю 

20 значущих цифр після коми для деяких значень 

константи зв’язку   
 

  N  0E  

0,1 25 0,55914632718351957672 

0,25 34 0,62092702982574866086 

0,5 46 0,69617582076514592783 

1 61 0,80377065123427376935 

5 106 1,22458703605919345913 

10 134 1,50497240777889109916 

25 177 2,00199638413881390772 

50 224 2,49970877256879391465 
 

Примітка. N – мінімальний порядок розкладу по 

осциляторному базису для досягнення даного ступе-

ню точності. 
 

У табл. 4 наведено результати прецизійних 

розрахунків із точністю двадцять значущих цифр 

після коми для значень енергії основного стану 

осцилятора ( )0E   у випадку деяких значень 

константи   з області слабкого та проміжного 

зв’язку 50.  З табл. 4 видно, що для досягнен-

ня цієї точності необхідно в середньому збіль-

шити розмірність використаного осциляторного 

базису приблизно в три рази порівняно з вико-

ристаним раніше. У цілому ж прецизійні розра-

хунки, очевидно, є цілком здійсненними у рам-

ках розглянутого підходу розкладу по осциля-

торному базису. 
 

4. Результати розрахунків і дослідження 

збіжності для енергій низьких збуджених 

станів біквадратичного ангармонічного 

осцилятора залежно від числа врахованих 

базисних осциляторних функцій розкладу 
 

Вивчення та розрахунок енергій збуджених 

станів ангармонічного осцилятора становлять 

великий інтерес як з теоретичної точки зору, так 

і з точки зору практичного застосування і вико-

ристання для фізичних моделей різних квантових 

систем. При цьому розрахунки рівнів енергії та 

відповідних їм хвильових функцій у рамках до-

сліджуваного підходу слід здійснювати для пар-

них станів на основі розв’язку системи рівнянь 

(23), а для непарних станів на основі розв’язку 

системи рівнянь (24). Як показують практичні 

розрахунки, порядок осциляторного базису, не-

обхідний для розрахунку збуджених станів, по-

винен бути дещо збільшений порівняно з відпо-

відним порядком у випадку основного стану, 

тобто при одному й тому ж значенні константи 

зв’язку .  Однак дане необхідне збільшення 

порядку не носить кардинального характеру та є 

цілком помірним, як це можна побачити з 

результатів розрахунків значень енергії першого 
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збудженого стану ( )1E   біквадратичного ангар-

монічного осцилятора для області слабкого 

зв’язку, наведених у табл. 5. У цьому випадку 

для досягнення стандартної точності достатнім є 

врахування в осциляторних розкладах числа чле-

нів порядку 20N  порівняно з числом членів 

15N  у випадку розрахунку енергії основного 

стану в даній області зміни константи .  Таким 

чином, відносно невелике збільшення порядку 

використаного осциляторного базису дає можли-

вість надійно розрахувати енергії рівнів цілого 

ряду найнижчих збуджених станів ангармонічно-

го осцилятора.  

 

Таблиця 5. Значення енергії 
1

E  першого збудженого рівня біквадратичного ангармонічного осцилятора, 

розраховані у різних порядках N  розкладу по осциляторному базису 

при деяких значеннях константи зв’язку   в області слабкого зв’язку 1  

 

N  0,01 =  0,05 =  0,1 =  0,25 =  0,3 =  0,5 =  0,7 =  

1 1,53575723 1,65382154 1,77095038 2,05529644 2,14170387 2,47367272 2,79624680 

2 1,53565077 1,65370349 1,77032414 2,02739820 2,09685759 2,33813960 2,54972832 

3 1,53564829 1,65345168 1,76971379 2,02736986 2,09628152 2,32643730 2,51326463 

4 1,53564828 1,65343619 1,76951559 2,02652229 2,09552229 2,32643450 2,51171174 

5 1,53564828 1,65343618 1,76950320 2,02606063 2,09485084 2,32546932 2,51127708 

6 1,53564828 1,65343603 1,76950316 2,02597275 2,09466523 2,32471990 2,51019723 

7 1,53564828 1,65343601 1,76950276 2,02596784 2,09464413 2,32446019 2,50952338 

8 1,53564828 1,65343601 1,76950265 2,02596760 2,09464402 2,32441214 2,50928581 

9 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596670 2,09464315 2,32440937 2,50923596 

10 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596627 2,09464234 2,32440903 2,50923189 

11 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596617 2,09464204 2,32440774 2,50923174 

12 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596617 2,09464199 2,32440682 2,50923039 

13 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596617 2,09464199 2,32440647 2,50922909 

14 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596617 2,09464199 2,32440637 2,50922841 

15 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596616 2,09464199 2,32440636 2,50922817 

16 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596616 2,09464199 2,32440636 2,50922811 

17 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596616 2,09464199 2,32440636 2,50922811 

18 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596616 2,09464199 2,32440635 2,50922811 

19 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596616 2,09464199 2,32440635 2,50922811 

20 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596616 2,09464199 2,32440635 2,50922810 

Ex. 1,53564828 1,65343601 1,76950264 2,02596616 2,09464199 2,32440635 2,50922810 
 

Примітка. В останньому рядку “Ex.” (“Exact”) наведено точні значення. 
 

Таблиця 6. Значення енергії 
1

E –
6

E  перших шести збуджених рівнів біквадратичного ангармонічного 

осцилятора при деяких значеннях константи зв’язку  , розраховані відповідно 

до розглянутого методу розкладу хвильової функції системи по осциляторному базису 
 

  1E  2E  3E  4E  5E  6E  

0,01 1,53564828 2,59084580 3,67109494 4,77491312 5,90102667 7,04832688 

0,05 1,65343601 2,87397963 4,17633891 5,54929781 6,98496310 8,47739734 

0,1 1,76950264 3,13862431 4,62888281 6,22030090 7,89976723 9,65783999 

0,25 2,02596616 3,69845032 5,55757714 7,56842287 9,70914788 11,96454362 

0,3 2,09464199 3,84478265 5,79657363 7,91175273 10,16648889 12,54425866 

0,5 2,32440635 4,32752498 6,57840195 9,02877872 11,64872073 14,41766923 

0,7 2,50922810 4,71032810 7,19326528 9,90261070 12,80392971 15,87368362 

1 2,73789227 5,17929169 7,94240398 10,96358309 14,20313910 17,63404912 

2 3,29286782 6,30388057 9,72732317 13,48127584 17,51413240 21,79095639 

5 4,29950173 8,31796075 12,90313811 17,94258561 23,36454045 29,12064937 

10 5,32160826 10,34705559 16,09014687 22,40875129 29,21148486 36,43690897 

20 6,62845235 12,93046099 20,13941486 28,07599084 36,62427661 45,70645455 

25 7,12085350 13,90198143 21,66077524 30,20401603 39,40664348 49,18472735 

50 8,91509636 17,43699213 27,19264579 37,93850201 49,51641866 61,82034881 

100 11,18725425 21,90689815 34,18252411 47,70720589 62,28123797 77,77077060 

500 19,04341673 37,34070210 58,30159947 81,40118710 106,29709170 132,75997584 
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Продовження табл. 6 
 

  1E  2E  3E  4E  5E  6E  

1000 23,97220606 47,01733873 73,41911384 102,51615713 133,87689122 167,21225819 

2000 30,18641645 59,21511396 92,47347155 129,12819984 168,63537539 210,63072012 

5000 40,95165848 80,34295631 125,47537195 175,21794811 228,83228750 285,82389581 

10000 51,58610333 101,21231580 158,07220754 220,74085668 288,28784144 360,09008661 

20000 64,98667570 127,50883864 199,14512348 278,10023732 363,20184322 453,66487479 
 

У табл. 6 наведено розраховані таким чином 

значення енергій 1 6E E−  перших шести збудже-

них рівнів біквадратичного ангармонічного 

осцилятора для широкого інтервалу зміни кон-

станти зв’язку ,  що з надлишком покриває весь 

інтервал для можливих практичних застосувань. 

Отже, табл. 6 демонструє можливість розгляну-

того методу гарантовано отримувати значення 

енергії широкого спектра збуджених станів 

осцилятора в обширній області зміни параметра 

  з використанням базису осциляторних функ-

цій не дуже великої розмірності 1000.N  
 

5. Висновки 
 

Таким чином, представлений метод вивчення 

квантового ангармонічного осцилятора на основі 

розкладу хвильової функції системи по осциля-

торному базису дає дуже зручну можливість 

розрахунку всіх фізичних характеристик системи 

на основі використання розкладів не дуже вели-

кого порядку. Водночас слід підкреслити, що 

даний метод є давнім класичним традиційним 

підходом до розв’язку квантовомеханічних за-

дач, який, до того ж, є одним з найпростіших у 

застосуванні. Зокрема, достатньо прозорим і без-

посереднім є розрахунок енергій основного та 

збуджених рівнів ангармонічного осцилятора на 

основі процедури діагоналізації гамільтоніану 

системи в його матричному, або осциляторному, 

«n»-представленні (20). При цьому, в силу пре-

красної розробленості методів розв’язку задачі 

про визначення власних значень і власних векто-

рів матриць, конкретний числовий розрахунок 

власних значень енергії системи та коефіцієнтів 

розкладу ,nc  що представляють собою хвильову 

функцію системи в осциляторному представлен-

ні, не несе особливих ускладнень. Швидкість 

збіжності осциляторних розкладів при конкрет-

них розрахунках виявляється достатньо високою 

для широкого інтервалу зміни константи зв’язку 

осцилятора   – хоча вона і знижується зі зро-

станням .  Загалом для розрахунків значень 

енергії цілого ряду низьколежачих рівнів зі стан-

дартною точністю вісім значущих цифр у всій 

практично необхідній області зміни константи 

зв’язку   є цілком достатнім вибір відносно 

невеликого порядку осциляторного розкладу 
1000.N  
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THE QUARTIC ANHARMONIC OSCILLATOR – AN OSCILLATOR-BASIS EXPANSION APPROACH. 

I. ENERGY LEVELS STUDY AND CALCULATION 
 

For the quantum quartic anharmonic oscillator with the Hamiltonian ( )2 2 41
2

,H p x x= + +  which is one of the 

classic traditional quantum-mechanical and quantum-field-theory models, its main physical characteristics and 

properties are thoroughly studied and calculated based on the system’s wave function expansion in a complete set of the 

harmonic oscillator eigenfunctions, i.e., in the basis of eigenfunctions 
( ) 0

n  of the unperturbed Hamiltonian 

( ) ( )0 2 21
2

.H p x= +  Very good convergence of the calculated energy levels of the anharmonic oscillator is demonstrated 

with respect to the number of basis functions included in the expansion, across a wide range of variation of the 

parameter  . Thus, we have computed the energies of the ground and the first six excited states of the system for an 

exceptionally wide range of the oscillator coupling constant .  In general, the proposed method provides a very good 

and accurate way to calculate all system characteristics. 

Keywords: anharmonic oscillator, oscillator basis, quantum field theory. 
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