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ІНКЛЮЗИВНА РЕАКЦІЯ ФРАГМЕНТАЦІЇ ДЕЙТРОНІВ ПРИ ЗІТКНЕННІ ЇХ 
З ДЕЙТРОНАМИ МІШЕНІ  

 

У рамках ейконального наближення та моделі подвійного фолдінгу запропоновано формалізм 
обчислення інклюзивних спектрів частинок із реакцій фрагментації дейтронів при зіткненні їх з 
дейтронами мішені. Описано спектри протонів із реакції 2H(d, p) при енергії падаючих частинок 
59,9 МеВ. Розраховані величини перерізів добре узгоджуються з відповідними експериментальними 
даними. 

Ключові слова: інклюзивна реакція, ейкональне наближення, модель подвійного фолдінгу. 
 

1. Вступ 
 

Одним із важливих джерел інформації про 
ядерну структуру та взаємодію є спектри про-
дуктів розвалу у реакціях за участю легких ядер 
(дейтрон, 3He тощо). Для опису процесів у таких 
системах використовують різноманітні теорети-
чні підходи, з яких найбільш розповсюдженими є 
метод гіперсферичних гармонік [1, 2], формалізм 
рівнянь Фаддєєва [3], а також його численні мо-
дифікації (див. огляд [4] і посилання там). Ди-
фракційна ядерна модель [5] також може бути 
застосовною для мікроскопічного опису ексклю-
зивних спектрів у реакціях фрагментації в систе-
мах з декількома частинками [6 - 9], проте нама-
гання одержати інклюзивні перерізи з ексклю-
зивних інтегруванням, наприклад по куту, веде 
до сумнівних значень перерізів через кінематичні 
обмеження моделі. Проте існує доволі простий 
метод безпосереднього обчислення інклюзивних 
перерізів розвалу легких ядер.  

У [10 - 14] було показано, що формалізм ре-
акції зриву [15] придатний також для опису ін-
клюзивних реакцій фрагментації ядер за участю 
як легких [10 - 13], так і важких іонів [14].  

 

2. Формалізм 
 

Усі нижченаведені розрахунки виконувались 
із застосуванням системи одиниць 1.c= =  Спін 

частинок та кулонівська взаємодія не враховува-
лися. 

Розглянемо реакцію дейтронного зриву, вна-

слідок якої протон звільняється, а нейтрон по-

глинається ядром мішені. Нехай dk  – хвильовий 

вектор відносного руху центра мас дейтрона, що 

має зіткнутися з ядром, яке знаходиться поза ме-

жами області взаємодії, характерний радіус якої 

є R . Якщо 1,dk R  точний хвильовий опис руху 

набуває характеру опису в рамках геометричної 

оптики і аналіз дейтрон-ядерної взаємодії стає 

можливим у дифракційному наближенні. Позна-

чимо нуклони падаючого дейтрона так: 1 відпо-

відатиме протону, 2 – нейтрону.  

Амплітуда ймовірності того, що протон ма-

тиме хвильовий вектор 1,k  а нейтрон буде зна-

ходитись у точці 2 ,r  має вигляд [16] 
 

 1 1 1 1 1exp( )(1 ) ( ),A dr ik r r= − −   (1) 

 

де 1r  – радіус-вектор протона; 1 1 1( )b =   – фун-

кція профілю; 1b  – параметр удару; ( )r  – дей-

тронна хвильова функція; 1 2r r r= − =  

{ ,( / ) },d dr k k z⊥=  причому r⊥  – складова вектора 

r  така, що ( ) 0.dr k⊥ =  Вісь Z  збігається з 

напрямком, який визначається вектором .dk  

Крім того, 1 1 1{ ,( / ) },d dr b k k z=  2 2 2{ ,( / ) },d dr b k k z=  

де 1 2( ) ( ) 0,d db k b k= =  так що 1 2.r b b⊥ = −  

Двічі диференціальний переріз (за кутом 

вильоту протона та його енергії) визначається як 

[5, 17] 
 

 1
1 1 3

( ) ,
(2 )

dk
d B k =


 (2) 

де 

 †
1 2 2 2 2 2 1 1( ) ( ) .B k db A A =  + −   (3) 

 

Не обмежуючи загальності, виберемо 1  і 2  

у вигляді двопараметричних гауссіанів 
 

 2
1,2 1,2 1,2 1,2exp( / ),b = −   (4) 

 

де параметри 1,2,  загалом кажучи, комплексні.  
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Вважаємо, що основний стан дейтрона від-

повідає S-хвилі і радіальну залежність його 

хвильової функції також виберемо у вигляді 

гауссіана 
 

 

3/4

22
( ) exp( ).r r

 
 = − 

 
 (5) 

 

Для випадку 1 2 1 2Re, , =   результатом аналі-

тичного інтегрування в (3) буде вираз 

1 1 2 32 ( ),B Y B B B=  + +                    (6) 

де 

23
1 1 1(4 )exp

2
B

 
= − −  − 

 
 

 

 22 2 3 1 2 3
1

1 2 3 1 2 3

8 (2 2 )
exp ,

4( )

     +  +
− −  
 + +  + + 

 (7) 

 

21 2 2 3 1 2 3
2 1

1 2 3 1 2 3

4 ( 2 )
exp ,

2 2 2( 2 2 )
B

      +  +
= −  
 +  +   +  +  

 (8) 

 

 

2 2
22 32 2 1

3 1

2 3 1 2 3 1 2 3 2 3

4
exp

2 2( )

      
= − −    
 +  + +  + +  +   

B . (9) 

 

Тут 1
3 ;− =   1 1 1{ ,( / ) },d d Zk k k k=   причому 

1( ) 0;dk =  5 1/2 3/2 2
1 3 3 1(2 ) exp( / 2).ZY k=    −  

Значення 1  і 1Zk  зв’язані з енергією протона 

1E  та кутом його вильоту 1  у лабораторній 

системі відліку співвідношеннями [5] 
 

 1 1 1( / 2 ) tan ,d Zk k = +   (10) 
 

 1 1/ ( / 2),Z d dk m E E E= −  (11) 

 

де m  – маса нуклона; dE  – початкова енергія 

дейтрона. 

Виражаючи 1dk  у (2) в компонентах 

циліндричної системи координат, з урахуванням 

(10) для перерізу (2) одержимо [18] 
 

2
1 1 13

1 1 1

/
( / 2 ) ( , ).

(2 cos )

d
d Z Z

m Ed
k k B k

d dE


= + 

  
 (12) 

 

3. Обчислення функцій профілю 

в ейкональному наближенні  
 

Одним із широко розповсюджених підходів у 

сучасній теорії ядерних реакцій є застосування 

моделі подвійного фолдінгу [19, 20]. Це дає змо-

гу природним чином враховувати розподіл ну-

клонних густин ядер (модельний чи реалістич-

ний), що стикаються, та зменшувати у такий спо-

сіб кількість підгінних параметрів. 

Багато досліджень при енергіях падаючих ядер 

10 ÷ 100 МеВ/нуклон засновані на ейкональному 

наближенні, що спрощує розрахунки і в деяких 

випадках дає змогу виконувати їх аналітично. У 

цьому розділі буде показано, як можна обчислити 

параметри 1,2  та 1,2  для нуклон-дейтронних 

функцій профілю (4) у наближенні ейконала. 

Уведемо розподіли нуклонних густин [21] для 

нуклонів снаряда і мішені 
 

 2 2
1,2 1,2 1,2( ) (0)exp( / ),b b a = −  (13) 

 

 2 2( ) (0)exp( / ),d d db b a =  −  (14) 
 

де b  – параметр удару. Зважаючи на [22] і фор-

мулу (5), визначимо величини, що входять до 

(13), (14) як 
 

 3
1,2 1,2(0) ( ) ,a − =      

3/2(0) (2 / ) ,d =    (15) 
 

 1,2 / ln(2),Na R=     1/ 2 ,da =   (16) 
 

де 0,65NR   фм – середньоквадратичний радіус 

нуклона. 

Представимо нуклон-ядерні функції профілю 

як [20] 
 

 1,2 1,2( ) 1 exp( ( ) / 2),b b = − −  (17) 

де 
 

 

2 (1,2) 3 3 2
1,2 1,2

1,2 2 2 2 2 2 2
1,2 1,2

(0) (0)
( ) exp

NN d d
W

d N d N

a a b
b N

a a R a a R

    
 = −  + + + + 

 (18) 

 

– ейкональна фаза. Тут WN  – параметр норму-

вання уявної частини нуклон-ядерного потенціа-

лу подвійного фолдінгу, а 
(1,2)
NN  – усереднений за 

ізоспіном повний переріз нуклон-нуклонного 
розсіяння [21, 23], який залежить від енергії 
падаючої частинки, а також від кількості прото-
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нів і нейтронів у складі снаряда та мішені. Із 
формул [21, 23] випливає, що для розсіяння 
нуклонів на дейтроні 

 (1) (2) .NN NN NN =  =   (19) 

Крім того, 1 2 ,Na a a= =  1 2(0) (0) (0)N =  =   і 

вираз (18) перетворюється на такий 

 

 
2 3 3 2

2 2 2 2 2 2

(0) (0)
( ) exp .NN N d N d

N W

N d N N d N

a a b
b N

a a R a a R

    
 = − 

+ + + + 
 (20) 

 

Отже, протон-дейтронна і нейтрон-дейтронна 

функції профілю однакові і визначаються як 
 

 ( ) 1 exp( ( ) / 2).N Nb b = − −  (21) 

 

Обчислення показують, що функції (21) легко 

параметризуються одним гауссіаном (4) з висо-

ким ступенем точності (хоча з вигляду формул 

(20), (21) безпосередньо це й не видно). При 

цьому одержуються значення 1 2 ,N =  =   

1 2 ,N =  =   що використовуються у подальших 

розрахунках перерізів.  
 

4. Результати розрахунків та їх аналіз 
 

У літературі неодноразово підкреслювався 

поверхневий («периферійний») механізм прямих 

ядерних реакцій [24 - 26], отже реакції передачі 

нуклонів та розщеплення ядер повинні бути чут-

ливими до поведінки хвильової функції снаряда 

в області її «хвоста». Насамперед це стосується 

слабкозв’язаних ядер, що мають довгий хвіст 

просторового розподілу нуклонної густини.  

Дейтронна хвильова функція у вигляді одно-

парамеричного гауссіана (5) не відтворює одно-

часно енергію зв’язку дейтрона та його серед-

ньоквадратичний радіус, а лише одну з цих вели-

чин. Проте її використання є доцільним, оскільки 

надає можливість виконати аналітичне інтегру-

вання в (3). Формули (6) - (9) у подальшому мо-

жуть бути легко узагальнені також і для реаліс-

тичних хвильових функцій дейтрона [27] із пра-

вильною асимптотикою на великих міжнук-

лонних відстанях, які розкладаються в ряд за 

гауссоїдальним базисом. 

Виберемо значення параметра   таким, щоб 

відтворювався середньоквадратичний радіус дей-

трона, наприклад, 
rms 1,967 фмdR =  [27], що дає 

20,048 фм .− =  На рис. 1 представлено перерізи 

(12), розраховані з 0,52,WN =  
2

1 0,048 фм− =  

(суцільна крива) і 0,82,WN =  
2

2 0,071фм− =  

(штрихова крива), що відповідає осциляторному 

потенціалу, який відтворює енергію зв’язку 

дейтрона.  

 
Рис. 1. Диференціальний переріз реакції фрагмента-
ції дейтронів (12) при  зіткненні їх з дейтронами мі-
шені. Енергія падаючих частинок 59,9 МеВ, кут ви-

льоту протона 1 12,68 . =  Пояснення типів кривих 

– у тексті. Експериментальні дані з [28].  
 

Слід зауважити, що обчислені перерізи дово-
дилося дещо зміщувати ліворуч, щоб досягти 
узгодження з експериментом. Це можна поясни-
ти тим, що до формул розділу 2 не входить у 
явному вигляді енергія зв’язку дейтрона, а також 
через можливі інструментальні похибки експе-
рименту.  

Із поведінки кривих на рис. 1 випливає, що 

використання у розрахунках 2
1 0,048 фм− =  

(
rms 1,967 фмdR = ) дає кращий опис експерименту 

порівняно з 
2

2 0,071фм− =  (
rms 1,625 фмdR = ). 

Тобто, збільшення значення 
rms
dR  звужує напів-

ширину спектра і навпаки.  
На рис. 2 показано перерізи (12), обчислені з 

20,048 фм .− =  

Значення ,WN  параметра нормування уявної 

частини нуклон-ядерного потенціалу подвійного 
фолдінгу, використаного у розрахунках суціль-
них кривих на рис. 2, були такі: 0,52 (a), 0,52 (б), 
0,6 (в), 0,83 (г). На жаль, решту експерименталь-

них даних з [28] для кутів 1 20,18   не вдало-

ся описати, оскільки при цьому одержуються 

значення ,WN  які суттєво перевищують 1 (як 

правило, 1WN   [19]).  
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Рис. 2. Те ж саме, що й на рис. 1, але для кутів вильоту протона 1 : 

a - 12,68 ,  б - 15,18 ,  в - 17,68 ,  г - 20,18 .  Штрихові криві та експериментальні дані з [28]. 

 

Штрихові криві на рис. 2 – результат обчис-

лення перерізів у рамках чотиричастинкової мо-

делі фаддєєвського типу [28, 29] у припущенні, 

що відбуваються лише однократні зіткнення 

нуклонів снаряда і мішені. При цьому двічі 

диференціальний переріз одержувався з потрій-

ного шляхом інтегрування по куту вильоту дру-

гого фрагмента падаючого дейтрона (нейтрона). 

Автори роботи [28] вважають, що можлива при-

чина відсутності узгодження з експериментом 

праворуч від експериментального піка – перероз-

сіяння нуклонів снаряда на нуклонах мішені 

(двократне розсіяння), якого бракувало у вихід-

ному формалізмі задіяної моделі. 

Викладений у даній статті підхід можна вва-

жати напівмікроскопічним, оскільки в ньому 

враховується лише структура снаряда, а структу-

ра мішені не розглядається. Ядро-мішень харак-

теризується певним просторовим розподілом 

нуклонної густини, що дає змогу в ейкональному 

наближенні мінімізувати набір вільних парамет-

рів та одержувати функції профілю природним 

чином, без необхідності їхнього моделювання. 

Перевагою запропонованого методу є те, що він 

надає можливість безпосередньо розраховувати 

інклюзивний переріз реакції фрагментації ядер 

(до речі, не тільки дейтронів) при  зіткненні їх з 

ядрами. Метод також не використовує жодних 

спрощень формалізму з метою полегшення 

обчислень за рахунок погіршення якості резуль-

тату. У мікроскопічному ж підході [28] інклю-

зивний переріз одержується з ексклюзивного 

шляхом інтегрування по куту вильоту частинки, 

що не реєструється. При цьому важливим є вра-

хування внеску багатократних розсіянь в амплі-

туду реакції, який стає суттєвим при великих 

кутах розсіяння [5], чого не було зроблено в [28].  
 

5. Висновки  
 

У рамках ейконального наближення та моделі 

подвійного фолдінгу запропоновано метод обчи-

слення інклюзивних спектрів частинок із реакцій 

фрагментації дейтронів при  зіткненні їх з дей-

тронами мішені. Показано, що формалізм матри-

ці густини для реакції дейтронного зриву може 

бути також застосовним і до реакції розвалу дей-

тронів на дейтронах.  

а б

а 

в г 
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У даній роботі для снаряда і мішені викорис-

товувалася проста модельна хвильова функція 

дейтрона у вигляді однопараметричного гауссіа-

на, проте формалізм може бути узагальненим у 

разі застосування так званих реалістичних дей-

тронних хвильових функцій [27] розкладанням їх 

у збіжний ряд по гауссоїдальному базису.  

Зазначимо, що формалізм матриці густини у 

дифракційному наближенні [5] дає змогу обчис-

лювати також поляризації нуклонів із реакції 

фрагментації дейтронів при їхньому розсіянні на 

ядрах. Викладений вище підхід може виявитися 

корисним і при аналізі спостережуваних в експе-

рименті величин у реакціях за участю нейтрон-

нонадлишкових та екзотичних гіперядер, які 

останнім часом інтенсивно досліджуються.  
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INCLUSIVE REACTION OF DEUTERON FRAGMENTATION UPON ITS COLLISION 

WITH A TARGET DEUTERON  
 

Within the framework of eikonal approximation and the double folding model, a formalism for calculating the 

inclusive spectra of particles emitted from the deuteron breakup reaction is proposed. The spectra of protons from the 

reaction 2H(d, p) at an incident particle energy of 59.9 MeV are described. The calculated values of cross-sections are in 

good agreement with the corresponding experimental data.  

Keywords: inclusive reaction, eikonal approximation, double folding model.  
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