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Исследовано изменение параметров волновых пакетов в процессе туннелирования.  

 
Введение 

 

При описании одномерного туннелирования  
частиц вдоль оси x  волновой пакет (ВП) обычно 
представляют в виде суперпозиции (см., напри-
мер, [1 - 4]) 

 

0
( , ) ( ) ( , )exp( / )x t g k f k x iEt dkψ

∞
= −∫     (1) 

 

стационарных волновых функций ( , )f k x , соот-
ветствующих частицам с волновым числом ,k  
массой m  и энергией 2 2 / 2E k m= , с весами 

 

( ){ }2
0( ) exp / 2g k C k k k⎡ ⎤= − − ∆⎣ ⎦ ,          (2) 

 
где 0k  – среднее значение волнового числа час-
тиц в пакете, k∆  – параметр ширины пакета, а 

3/ 2 1/ 2[(2 ) ]C kπ −= ∆  – нормировочный множитель. 
Интеграл в формуле (1) находят численно. 

В ряде работ (см., например, [5 - 10]) ВП в 
момент времени 0t =  задавался распределением  

 

{ }2
0 0 0( ,0) exp [( ) / 2 ]inx C x x x ik xψ = − − ∆ +     (3) 

 
с центром в точке 0 0x <  и с наименьшим зна-
чением произведения неопределенностей [11] 

1/ 2x k∆ ∆ = , а в последующие моменты времени 
определялся численным интегрированием неста-
ционарного уравнения Шредингера. 

Численное интегрирование дает только набор 
чисел, определяющих огибающую ВП в задан-
ный момент времени. Для более детального опи-
сания эволюции ВП в процессе туннелирования 
и использования его при исследовании физиче-
ских явлений, связанных с туннелированием, 
нужны явные выражения как для самого ВП, так 
и для параметров, определяющих амплитуду, 
положение центра и ширину ВП в различные 
моменты времени. Настоящая работа посвящена 
приближенно-аналитическому выводу этих вы-
ражений в простейшем случае туннелирования 
частиц через прямоугольный потенциальный 
барьер высотой 0U , локализованный в интервале 
[0, a ], и исследованию с их помощью эволюции 
ВП в процессе туннелирования.  

Приближенно-аналитическое представление 
волновых пакетов 

 
В работе [12] было показано, что при описа-

нии туннелирования гауссиан (2) в ВП (1) следу-
ет заменить распределением  

 

( ){ }2
0 0 0( ) exp / 2 ( )g k C k k k i k k x⎡ ⎤= − − ∆ − −⎣ ⎦ , (4) 

 
где 0x  – точка приготовления (источник) ВП. 
Если точка 0x  выбрана достаточно далеко от 
барьера, чтобы взаимодействием ВП с барьером 
в момент времени 0t =  можно было пренебречь, 
то налетающий ВП принимает вид [12,13] 

 
2

0 0
( )( , ) exp /

2
in

in in
in

x xx t C ik x iE t
s

ψ
⎡ ⎤−

= − + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (5)  

 
где 
 

1/ 2
0in inC C s−= ,   0 /ins s i t m= + ,   0 vinx x t= + , (6) 

 

0v /k m= , 2 2
0 0 / 2E k m= , а 2

0 ( ) / 2s k −= ∆ . 
Центр этого ВП выходит из точки 0xx =  в мо-
мент времени 0,t =  движется, расплываясь, 
вдоль оси x  слева направо со скоростью v и в 
отсутствие барьера приходит в точку 0x =  в мо-
мент времени 0 0 / vt x= − . При 0t =  ВП (5) сво-
дится к распределению (3). 

В процессе взаимодействия с барьером ВП, 
оставаясь целым, расплывается на составляющие 
[1, 14], которые рассматриваются как отражен-
ный ВП слева от барьера, затухающая и возрас-
тающая волны под барьером и прошедший ВП 
справа от барьера. При t →∞  остаются только 
отраженный и прошедший волновые пакеты, 
расходящиеся в противоположные стороны на 
больших расстояниях от барьера. Эти ВП можно  
найти следующим образом. 

Используя известные выражения для стацио-
нарных волновых функций, отраженный ВП 
можно представить в виде  

 

0
( , ) ( ) ( )exp( / )R Rx t g k A k ikx iEt dkψ

∞
= − −∫ , (7) 
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а прошедший ВП – в виде 
 

0
( , ) ( ) ( )exp( / )T Tx t g k A k ikx iEt dkψ

∞
= −∫ , (8) 

 
где ( )RA k  и ( )TA k  – амплитуды отраженной и 
прошедшей волн соответственно. При учете 
только подбарьерных составляющих ВП эти ам-
плитуды равны (см., например, [2])  

 
0( ) sh( ) /RA k V qa d= , 

(9) 

dikaikqkAT /)exp(2)( −= , 
 

где 2
0 02 /V mU= , 2 1/ 2

0[2 ( ) / ]q m U E= −  и 
2 2( )sh( ) 2 ch( )d k q qa ikq qa= − + . 

Из определений (9) следует, что амплитуды  
( )RA k  и ( )TA k  – гладкие функции энергии. 

Представим их в виде 
 

exp(2 ( ))n nA i kδ= ,   ,n R T= .            (10)  
 
Из формул (4) и (9) видно, что основной вклад 

в интегралы в формулах (7) и (8) дает область 
0 02 2k k k k k− ∆ ≤ ≤ + ∆ . Будем считать, что сдви-

ги фаз nδ  в этой области достаточно хорошо  
аппроксимируются разложением 

 
2

0 0 0 0 0
1( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2n n n nk k k k k k k kδ δ δ δ′ ′′≅ + − + − ,  

 

,n R T=  
 

(здесь и далее штрих обозначает дифференциро-
вание по k ). Это разложение применимо, если 

n nkδ δ′′ ′∆ << . Интегрирование в формуле (7) в 
этом случае приводит к выражению 
 

2
0

0
( )( , ) exp

2
R

R R
R

Ex xx t C ik x i t
s

ψ
⎡ ⎤−

≅ − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (11) 

 
а интегрирование в формуле (8) – к выражению 

 
2

0
0

( )( , ) exp
2

T
T T

T

Ex xx t C ik x i t
s

ψ
⎡ ⎤−

≅ − + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (12) 

 
где 
 

1/ 2
0 0( )R R RC C A k s−= ,   02 ( )R in Rx x kδ ′= − + ,  

(13) 
02 ( )R in Rs s i kδ ′′= − , 

 

1/ 2
0 0( )T T TC C A k s−= ,   02 ( )T in Tx x kδ ′= − ,  

(14) 
02 ( )T in Ts s i kδ ′′= − . 

 
Из формул (6), (13) и (14) следует, что взаи-

модействие ВП с барьером приводит к смеще-
нию центров и изменению ширины отраженного 
и прошедшего ВП. Смещения центров этих ВП 
равны 

 

02 ( )R Rx kδ ′∆ =    и   02 ( )T Tx kδ ′∆ = −  
 

соответственно, а изменения ширины определя-
ются выражениями 

 
nn is δ ′′−=∆ 2 ,      TRn ,= . 

 
Используя формулы (9) и (10), нетрудно по-

лучить и явные выражения для этих величин:  
 

0
0

0
cth( )R

k adx i q a
d q

⎛ ⎞′
∆ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  

 
2 2
0 0

2
0 0

T
k qdx a i

d k q
⎛ ⎞′ −

∆ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

 
2

R
d ds
d d
′′ ′⎛ ⎞∆ = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 (15) 

( )2
0 0 0 0 03 2

0 0

( )sh( )
sh ( )

a V ch q a q a k q a
q q a

+ +  

 
2 2

0 0
2 2 2
0 0 0

1 2T
k Vd ds

d d q q k
⎛ ⎞′′ ′⎛ ⎞∆ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   (16) 

 
где 
 

2 1/ 2
0 0 0[2 ( ) / ]q m U E= − ,  

 
20

0 0 02
0

(2 ) [ ch( )sh( )ik ad i V q a q a
d d q

′ −
= − −  

 
2 2

0 0 0 02 ( )]ik q k q− − , 
 

20 0
02 2

0 0 0

2 1 (2 )
(2 )

k iV ad d ik a
d dik a q q
′′ ′−
= − −

−
,  

 
2 2 2 2 2

0 0 0 04 sh ( )d k q V q a= + .  
 

Смещения центров можно представить и в более 
удобном для вычислений виде: 
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2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 02

0

2Re [ ch( )sh( ) ( )]Rx V q a q a k q k q
d q

∆ = − − − ,  

(17) 
Re ReT Rx a x∆ = − ∆ , 

 
2 2 20
0 0 0 0 02

4Im [ cth( ) ( )]R
kx k q a q a k q

d
∆ = − − ,  

(18) 
2 2

0 0
2 2
0 0

sh ( )Im Im
4T R

V q ax x
k q

∆ = ∆ . 
 

 

Из определений (15 - 18) видно, что измене-
ния параметров ВП, обусловленные взаимодей-
ствием ВП с барьером, не зависят от выбора по-
ложения источника ВП 0x  и определяются толь-
ко волновым числом частиц и высотой и шири-
ной барьера. 

В качестве примера в табл. 1 представлены 
значения величин nx∆  и ns∆ , вычисленные по 
формулам (15 - 18) для случая туннелирования 
электронов с энергией 5 эВ через барьер шири-
ной 5 Å и высотой 10 эВ при 0,05k∆ =  Å-1.  

 
Таблица 1. Значения величин nx∆  и ns∆  для случая туннелирования электронов 

с энергией 5 эВ через барьер шириной 5 Å и высотой 10 эВ 
 

n Re nx∆ , Å Im nx∆ , Å Re ns∆ , Å2 Im ns∆ , Å2 

R 1,746 42,118 10−×  32,358 10−×  –1,523 

T 3,254      5,0    –5,68 –1,523 
 

При таких значениях этих величин условие n nkδ δ′′ ′∆ <<  выполняется.  
Амплитуды, смещения центров и изменения параметров ширины отраженного и прошедшего ВП 

комплексны, что затрудняет интерпретацию эволюции ВП. Для более детального описания туннели-
рования ВП необходимо перейти к исследованию эволюции распределений плотности вероятности. 

 
Эволюция плотности вероятности волновых пакетов 

 
Отраженному ВП соответствует плотность вероятности 

 

2 22 2 00
0 R2

ReIm( , ) exp exp ( ) (v v )
Re

RR
R R R

R R

s sxx t C x x x t
s s

ψ
⎧ ⎫+ ∆∆ ⎪ ⎪⎡ ⎤= − + − ∆ + − ∆⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

,          (19) 

 
а прошедшему ВП – плотность вероятности 

 
2 222 00

02
ReIm( , ) exp exp ( ) (v v )

Re
TT

T T T T
T T

s sxx t C x x x t
s s

ψ
⎧ ⎫+ ∆∆ ⎪ ⎪⎡ ⎤= − − + ∆ − + ∆⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

,           (20)  

где  
0

0

ImRe Im
Re

n
n n n

n

sx x x
s s

∆
∆ = ∆ + ∆

+ ∆
,      n

0

Imv
m Re

n

n

x
s s

∆
∆ =

+ ∆
. 

 
Величины 0

nx∆  определяют смещения центров, а величины nv∆  – изменения скорости ВП. Значе-
ния этих величин, вычисленные при значениях параметров nx∆  и ns∆  из табл. 1, приведены в первой 
строке табл. 2.  

 
Таблица 2. Значения величин 0

nx∆  и nv∆ /v при различных значениях ширины барьера 
 

a, Å 0
Rx∆ , Å 0

Tx∆ , Å Rv / v∆  
Tv / v∆  

5 1,746 215,3  69,243 10−×  210246,2 −×  

10 1,746             8,172       1110957,1 −×  210703,4 −×  



А.К. ЗАЙЧЕНКО 

                                                                                                   ЯДЕРНА  ФІЗИКА  ТА  ЕНЕРГЕТИКА   № 1 (17)   2006 54

 
Из формул (19) и (20) следует, что при таких 

значениях величин 0
nx∆  и nv∆  центр отраженно-

го ВП смещается к хвосту этого пакета, т. е. за-
держивается, центр прошедшего ВП смещается к 
переднему фронту этого пакета, т. е. ускоряется, 
скорость отраженного ВП несколько меньше, а 
скорость прошедшего ВП – больше скорости на-
летающего ВП. При этом смещение и изменение 
скорости движения центра прошедшего ВП зна-
чительно больше соответствующих величин от-
раженного ВП. Вычисления показали, что с уве-
личением ширины барьера это различие увели-
чивается. В качестве примера во второй строке 
табл. 2 приведены значения величин 0

nx∆  и nv∆  
в случае, когда ширина барьера a равна 10 Å. Из 
таблицы также видно, что с увеличением шири-
ны барьера скорость обоих пакетов возрастает. 

Параметры ширины плотности вероятности 
отраженного и прошедшего волновых пакетов 
можно представить в виде 

 
2

0/ Re Ren n ns s s s= + ∆ + . 
 

2
0(Im / ) /( Re )n ns t m s s+ ∆ + + ∆  

 
Отсюда видно, что при значениях параметров 

Im ns∆ , приведенных в табл. 1, расплывание 
обоих пакетов замедляется ( Im 0ns∆ < ). 

Заключение 
 

В работе исследовано изменение параметров 
волновых пакетов в процессе туннелирования, 
обусловленное взаимодействием ВП с барьером. 
В качестве примера рассмотрено туннелирование 
электронов. Полученные результаты можно ис-
пользовать и для анализа туннелирования нукло-
нов. 

Выражения, описывающие смещение центров, 
изменение скорости и расплывания ВП, можно 
использовать для объяснения характера зависи-
мости времени туннелирования частиц от шири-
ны барьера, предсказанной в работе [13]. Экспе-
риментальное исследование туннелирования 
электронов уже начато [15 - 17]. В работе [18] 
исследовалось и туннелирование ультрахолод-
ных нейтронов, но барьер в этой работе был 
двойной. Туннелирование через два барьера име-
ет ярко выраженный резонансный характер, и 
метод анализа, использованный в настоящей ра-
боте, в этом случае неприменим. 

Туннелирование играет важную роль и при 
слиянии и делении ядер. Но в этих процессах оно 
диссипативно (см., например, [19]), поэтому для 
их анализа нужно сначала исследовать особенно-
сти туннелирования частиц при наличии дисси-
пации.  
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