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Установлены новые дополнительные правила отбора для мультипольных переходов в ядрах при использо-
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Введение 
 

Симметрии в природе, а значит, и в физике 
являются весьма распространенными явлениями, 
хотя далеко не всегда они являются хорошо за-
метными. Если состояние физической системы 
не изменяется относительно какого-либо преоб-
разования, то система и ее квантовомеханиче-
ский гамильтониан обладают соответствующей 
симметрией. Такие преобразования образуют 
группу симметрий. При этом непрерывному 
преобразованию соответствует некоторый закон 
сохранения определенной физической величины 
– это есть известная теорема Нётер [1]. Причем 
физические системы и их симметрии могут быть 
самыми разнообразными [2, 3]. 

Имеются симметрии (и соответствующие им 
правила отбора или правила интервалов для фи-
зических величин), связанные с общими свойст-
вами нашего пространства-времени. В этом слу-
чае правила отбора не зависят от модельных 
представлений о физической системе. Например, 
при электромагнитном возбуждении атома или 
атомного ядра с начальным угловым моментом 
(полным спином) и четностью Πi

iI  при переходе 
i f→  в конечное состояние f с моментом и чет-

ностью Π f

fI  возможны в системе только такие 

мультипольные переходы с мультипольностями 
λ (имеющими смысл угловых моментов вирту-
альных фотонов), которые удовлетворяют пра-
вилам отбора 

 

i f i fI I I Iλ− ≤ ≤ + ,                     (1) 
 

Π Π Πi f λ= ,                             (2) 
 

где Πλ  - четность мультипольного оператора 

перехода, равная ( 1)λ−  для электрических и 
1( 1)λ +−  для магнитных переходов; Πλ  можно 

еще трактовать как четность испускаемого (по-
глощаемого) фотона с четностью ( 1)λ−  для 

электрического и 1( 1)λ +−  для магнитного фото-
на. Можно еще сказать так, что правило (1) 

представляет собой правило треугольника 
∆( )i fI I λ  для трех векторных моментов, связан-

ных условием их векторного сложения 

i fI I λ= +
rr r

 (∆( )i fI I λ  равно 1, если правило тре-

угольника выполнено, и 0 в противном случае), а 
правило (2) означает, что матричный элемент 
перехода отличен от нуля только в том случае, 
если соответствующее подинтегральное выра-
жение имеет четность +1, т.е. когда произведе-
ние Π Π Π 1i f λ = + . 

Далее мы ограничимся рассмотрением элек-
тромагнитных переходов в атомных ядрах, опи-
сываемых определенной ядерной моделью с ее 
симметриями. Например, если мы рассматрива-
ем ядро по простейшей коллективной модели 
как сплошную среду в виде трехосного эллип-
соида, то кроме общих правил отбора (1) и (2) 
могут добавиться дополнительные правила, свя-
занные с симметрией заданной формы ядра. 

 

Симметрии оболочечной модели ядра 
и правила отбора 

 

Мы значительно расширим симметрию для 
ядра, если будем считать его сферическим и рас-
сматривать его по одной из микроскопических 
моделей. Именно такая ядерная симметрия будет 
иметь место для классической оболочечной мо-
дели ядра, на которой мы в дальнейшем и оста-
новимся. Ясно, что среди остальных симметрий 
здесь весьма важными и во многих случаях  
определяющими будут симметрии трехмерной 
группы вращений и группы перестановок, на 
которых, прежде всего, и строится весь строгий 
формализм многочастичной оболочечной моде-
ли ядра. 

Напомним, что оболочечные эффекты прояв-
ляются в той или иной степени для подавляюще-
го большинства атомных ядер и даже несфери-
ческих. Поэтому наше рассмотрение симметрий 
оболочечной структуры ядер будет иметь доста-
точно большое значение, хотя мы ограничимся 
простым вариантом оболочечной модели для 
легких ядер, а именно модели с ls-связью, с по-
мощью которой и будем описывать электровоз-



CИММЕТРИИ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПРАВИЛА ОТБОРА 

ЯДЕРНА  ФІЗИКА  ТА  ЕНЕРГЕТИКА   Т. 10, № 2   2009 129 

буждение ядер [4, 5], и лишь в некоторых случа-
ях будем касаться модели с промежуточной свя-
зью. Появляющиеся в теории и конкретных вы-
числениях различные коэффициенты векторного 
сложения моментов количества движения связа-
ны в основном с используемой оболочечной мо-
делью, т.е. с симметриями группы вращений. 

Зная симметрию системы и соответствующие 
законы сохранения величин, можно находить 
правила отбора для этих величин и тем самым 
существенно облегчать работу по нахождению 
вероятностей и сечений различных процессов. 
Например, дифференциальное сечение неупру-
гого рассеяния ультрарелятивистских электро-
нов сферическими легкими ядрами, сопровож-
даемого их переходами в дискретном спектре, 
после усреднения по начальным и суммирования 
по конечным спиновым состояниям электрона и 
ядра можно представить в виде бесконечных 
сумм парциальных сечений переходов различ-
ной природы и мультипольности: 
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где 2e  - постоянная тонкой структуры 
( 1c= =h ), ( , , )B q i fτλ →  - парциальная приве-
денная вероятность ядерного λ-польного перехо-
да (τ = C, E, M), 
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есть кинематические множители, k
r

 и k ′
r

 - им-
пульсы электрона до и после рассеяния на угол 

θ, q k k ′= −
r rr

, 2 2 2( )q q k kµ ′= − − . Выражения для 

парциальных сечений кулоновского (продольно-
го) перехода Cλ и поперечных электрического Eλ 
и магнитного Mλ переходов мультиполности λ 
приводились и рассчитывались в [4, 5]. Правила 
отбора (1), (2) оставляют в бесконечных суммах 
по λ в выражении для сечения (3) конечное не-
большое число отличных, вообще говоря, от ну-
ля слагаемых, а остальные слагаемые в формуле 
(3) будут равны нулю, и этот приведенный про-

стейший пример иллюстрирует полезность пра-
вил отбора, хотя этим полезность их далеко не 
ограничивается, как мы увидим далее. 

Если система в достаточной степени сложна, 
симметрия, которой она обладает, бывает далеко 
не очевидна и не все правила отбора могут быть 
легко обнаружены. В таком случае, как отмеча-
ется, например, в [6], скрытая симметрия прояв-
ляет себя в неожиданном упрощении расчетов, в 
пропорциональности одной вычисляемой вели-
чины другой, причем эта пропорциональность 
никак не предполагается заранее. Наиболее впе-
чатляющим проявлением скрытых симметрий и 
связанных с ними правил отбора является не-
ожиданное обращение в нуль вычисляемых мат-
ричных элементов. Нельзя не задуматься о при-
чинах, как отмечается в [6], “случайного таинст-
венно точного взаимного уничтожения (сокра-
щения) положительных и отрицательных чле-
нов” при расчетах, которые приводят к выраже-
нию из десятка взаимно уничтожающихся сла-
гаемых. При анализе этого явления не исключе-
на возможность обнаружения неизвестных ранее 
правил отбора. 

В [6], конечно, бы заметили весьма простые 
правила отбора типа (1), (2), использованные в 
формуле (3). Правило отбора по моменту (1) не-
явно уже заключено и в выражении (3) в виде 
коэффициентов Клебша - Гордана (это сразу 
следует из теоремы Вигнера - Эккарта) 

 

f f i iI M I Mλµ =  
 

,∆( )
i ff f i i i f M MI M I M I I µλµ λ δ +=      (5) 

 

или соответствующих 3j-символов Вигнера, и 
если бы это не заметили, то получили бы в фор-
муле (3) бесчисленное множество нулевых значе-
ний для слагаемых с теми значениями λ, которые 
не удовлетворяют правило треугольника 
∆( )i fI I λ . Но примеры, приводимые в [6], а также 

и в [7], намного более сложные. 
Важную роль в расчетах в рамках оболочеч-

ной модели ядра играют зависящие от шести 
моментов коэффициенты Рака 1 2 3 12 23( ; )W l l Ll L L  
или связанные с ними 6j-символы [8] 

 

1 2 31 2 12
1 2 12 2 3 23

3 23

( 1) ∆( )∆( )l l l Ll l L
l l L l l L

l L L
+ + + 

= − × 
 

 

1 23 12 3 1 2 3 12 23∆( )∆( ) ( ; )l L L L l L W l l Ll L L× .          (6) 
 

Существуют 24 операции, порождаемые пе-
рестановками аргументов 6j-символа, которые 
оставляют его инвариантным и образуют группу, 
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изоморфную группе симметрии правильного 
тетраэдра [9]. Эти свойства симметрии являются 
следствием свойств симметрии четырех 3j-сим-
волов, входящих в определение 6j-символа. 
Редже нашел свойства симметрии 6j-символа [7], 
не связанные с перестановками его аргументов. 
Причина существования соотношений такой 
симметрии Редже настолько неочевидна, что 
Вигнер [10] называет ее загадочной. 

Аналогичные соображения высказываются и 
в [7] в связи с появлением нетривиальных мно-
гоугольников из моментов и связанных с ними 
условий многоугольников при выражении вы-
числяемых матричных элементов через 3nj-ко-
эффициенты (символы), где n – целое положи-
тельное число [11]. Здесь новые правила отбора 
(условия многоугольников) можно найти только 
путем аналитического (в противовес численно-
му) вычисления сумм по моментам и их проек-
циям, приводящего к замкнутому выражению 
для 3nj-коэффициента порядка более высокого, 
чем порядок 3nj-коэффициентов, находившихся 
под знаком суммы. 

 
Общие дополнительные правила отбора 

 
Недостаточность навыков вычислений со 

сложными коэффициентами векторного сложе-
ния моментов, а также невнимательность к ана-
литическим выражениям для матричных элемен-
тов и пренебрежение или незамечание правил 
отбора может приводить порой к ошибочным 
заключениям, в частности относительно количе-
ства, типа и мультипольности возможных пере-
ходов при возбуждении ядра падающими элек-
тронами и порой к непомерному усложнению 
вычислений. 

Проиллюстрируем это, исходя из общего вы-
ражения для соответствующего матричного эле-
мента электромагнитного перехода при одночас-
тичных возбуждениях ядер с ls-связью пока без 
учета спиновых нуклонных операторов [4, 5]: 
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Здесь ζ означает совокупность квантовых чисел 
α, [f], L, S; {| pψ ψ〈 〉  - генеалогический коэффи-

циент (коэффициент родства), 2 1J J= +  и т.д.; 
Fλ - тензорный оператор ранга λ, действующий 
только на орбитальные координаты; число ν - 
количество нуклонов в незаполненной nl-оболо-
чке, где и рассматриваются переходы. (Обозна-
чения такие же, как и в [4, 5, 8].) 

Согласно входящему в матричный элемент 

(7) 6j-символу pl L L

L l λ
′ 

 
 

, содержащему в себе 

(см. выражение (6)) правило треугольника 
∆( )llλ , мы получим в приближении (7) простое 
правило отбора для мультипольности λ: 

 

2lλ ≤ .                               (9) 
 

Учтем, однако, еще наличие в матричном эле-
менте перехода более сложных слагаемых, со-
держащих и спиновые операторы [4, 5]: 
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Из наличия в матричном элементе (10) 

6j-символа pl L L

L l λ
′ 

 ′ 
 и из формулы (6) следу-

ет, что 2lλ ′ ≤ , а из третьей строки входящего в 
выражение (10) 9j-символа Вигнера получаем, 
что 1λ λ ′≤ + . Таким образом имеем 2 1lλ ≤ + . 
Так что из приведенных матричных элементов 
(7) и (10) получаем более строгое, чем условие 
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(9), общее дополнительное новое правило отбора 
для возможных мультипольностей λ: 

 

2 1lλ ≤ + .                            (11) 
 

В частности, для ядерной 1p-оболочки (l = 1) 
λ ограничено числом 3 (λ ≤ 3), т.е. в этом случае 
λ может принимать только такие значения: λ = 0, 
1, 2, 3. 

Рассмотрим конкретно одночастичные воз-
буждения низколежащих уровней ядра лития 7Li, 
считая, что это связано с переходами эквива-
лентных трех нуклонов (ν = 3) в 1p-оболочке. 
Состояния системы эквивалентных нуклонов 
будем обозначать следующим образом: 

 
2 1,2 1[ ] , , , , ,…T S

J
g L L S P D FΠ

+ + → .       (12) 
 

Здесь [g] – орбитальная схема Юнга из ν клеток; 
T, S, L и J – суммарные изоспиновый, спиновый, 
орбитальный и полный моменты системы ν ну-
клонов; Π  - четность. Основное и первые пять 
возбужденных состояний ядра 7Li (считая его 
альфа-частичный остов стабильным) нормаль-
ной четности (Π 1= − ) в обозначениях (12) бу-
дут такими: 
 

22 22 22 22

3 / 2 1 / 2 7 / 2 5 / 2
[3] , [3] , [3] , [3] ,P P F F− − − −  

 
24 42

5 / 2 3 / 2
[21] , [21]P P− − .              (13) 

 

А наблюдаемые энергии возбуждения *E  будут 
соответственно равны [4, 5]: 
 

* 0;E =  0,478; 4,63; 5,7; 7,47; 11,2 МэВ.   (14) 
 

Автору работы [4], видимо, было неизвестно 
правило отбора (11) и поэтому в работе [4] ут-
верждалось, что при электровозбуждении ядра 
7Li в состояние 22

5 / 2
[3] F −  с энергией E* = 5,7 МэВ 

возможны, согласно правилам отбора (1), (2), 
шесть мультипольных переходов M1, C2, E2, 
M3, C4, E4. Однако это не совсем так, поскольку 
полученное нами дополнительное правило отбо-
ра (11) запрещает два последних перехода C4 и 
E4. Так что возможны не шесть, а всего четыре 
перехода M1, C2, E2, M3. Конечно, не зная или 
игнорируя правила отбора (11), производя не-
тривиальные вычисления, мы могли бы рассчи-
тать вероятности переходов C4 и E4, которые 
оказались бы равными нулю, и мы бы без прави-
ла отбора (11) не знали бы причины такого явле-
ния, затратив на вычисления немало труда и 
времени. 

Здесь важно подчеркнуть еще следующее об-
стоятельство. Несмотря на то, что теоретически 

переходы C4 и E4 в ядре 7Li запрещены, экспе-
риментально они в принципе могут наблюдать-
ся, хотя и будут слабыми, так как оболочечная 
структура ядра 7Li хорошо выражена. Интенсив-
ность наблюдаемых переходов C4 и E4 будет 
характеризовать малые отклонения от оболочеч-
ной модели с ls-связью, обусловленные NN-кор-
реляциями. Так что дополнительные правила 
отбора (11) кроме указанных запретов на неко-
торые переходы дают еще новые возможности 
для изучения более тонких аспектов ядерной 
структуры. 

 

Частные дополнительные правила отбора 
 

Можно указать и на некоторые частные до-
полнительные правила отбора при переходах в 
ядрах с ls-связью, что не было ранее замечено. 
Часто приходится рассматривать рассеяние 
электронов ядрами на достаточно малые углы θ, 
когда величина переданного импульса q на два-
три порядка меньше массы нуклона М, и сечение 
рассеяния принимает максимальные значения. 
Тогда вклад в сечение членов матричного эле-
мента (10) по сравнению с вкладом (7) будет ма-
лым и слагаемыми выражения (10) можно пре-
небречь. В этом случае для основных членов 
матричного элемента (7), как и для всего сечения 
в целом, можно сформулировать следующие до-
полнительные правила отбора, а именно перехо-
ды M1, разрешенные правилами отбора (1), (2), 
(11) из основного состояния ядра 7Li 22

3 / 2
[3] P −  в 

состояния 22

7 / 2
[3] F −  с энергией E* = 4,63 МэВ и 

22

5 / 2
[3] F −  с энергией E* = 5,7 МэВ будут запре-

щены, поскольку один из входящих в рассмат-
риваемый матричный элемент 6j-символов 

L J S

J L λ
 
 ′ ′ 

 будет равен нулю. Переход в со-

стояние 22

7 / 2
[3] F −  запрещен еще правилом тре-

угольника 3 7
2 2∆( ) ∆( , ,1) 0JJ λ′ = = , так что пра-

вило отбора будет, прежде всего, касаться за-
прещения перехода в состояние 22

5 / 2
[3] F − , по-

скольку для него 
 

3 1
2 2

5
2

1
0

3 1

L J S

J L λ
  

= =   ′ ′   
.        (15) 

 

Еще в приближении q M<< , когда членами 
выражения (10) можно пренебречь, очевидно 
существование правила отбора, связанного с на-
личием в матричном элементе (7) символа Кро-
некера SSδ ′ , поэтому будет запрещен переход из 
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основного состояния, в котором суммарный 

спин 
1

2
S = , в состояние 24

5 / 2
[21] P −  

(E* = 7,47 МэВ), в котором 
3

2
S ′ = . 

Бывают случаи, когда q будет порядка М (при 
180θ → o ), и теперь уже вклад выражения (7) 

может быть значительно меньше вклада выра-
жения (10). Тогда переход из основного состоя-
ния ядра 7Li в возбужденное 42

3 / 2
[21] P −  будет 

запрещен, так как здесь новое правило отбора 
будет связано с отсутствием различий трех мо-
ментов: ∆ ∆ ∆ 0L S J= = = , что ведет к зануле-
нию 9j-символа в выражении (10) с одинаковы-
ми первыми двумя строчками. 

 

Скрытые дополнительные правила отбора 
 

В общем случае, когда угол рассеяния элек-
трона ядром θ произволен, бывают случаи, ко-
гда, как и в [6], не удается полностью установить 
новые правила отбора (вернее, дать простую яс-
ную формулировку правил отбора), хотя вычис-
ляемый матричный элемент перехода случайно 
оказывается равным нулю. Так, продольный 
С2-переход из основного состояния ядра 7Li в 
состояние 24

5 / 2
[21] P −  (E* = 7,5 МэВ) не запрещен 

общими правилами отбора (1), (2), (11), но вы-
численная вероятность С2-перехода в ls-связи 
неожиданно оказывается точно равной нулю 
(хотя в модели с промежуточной связью [5, 12] 
она отлична от нуля). То есть здесь дополни-
тельное правило отбора в ls-связи оказывается 
скрытым. В этом случае, как уже указывалось 
выше, легко обнаруживается, что только выра-
жение (7) будет зануляться, так как S S′ ≠ , а за-
нуление (10) совсем не очевидно, и выражение 
(10) оказывается случайно равным нулю при 
громоздких вычислениях. Возможно, что здесь 
на результат повлияло отличие схемы Юнга [21] 
в возбужденном состоянии от схемы Юнга [3] в 
основном состоянии ядра. 

Аналогичное явление наблюдается, подобно 
тому, как и в [6], при вычислении матричного 
элемента перехода в ядре 7Li 

 
22 42 *

3 / 2 3 / 2
[3] [21] ( 11,2P P E− −→ =  МэВ),   (16) 

 
когда вычисляемая вероятность поперечного пе-
рехода Е2 в ls-связи оказывается точно равной 
нулю (а в промежуточной связи [5, 12] она от-
лична от нуля). Объяснить это можно только 
частично, поскольку тут ∆ ∆ ∆ 0L S J= = =  и 
9j-символ в выражении (10) зануляется, а с ним 

и все выражение (10) будет равно нулю. Равен-
ство же нулю выражения (7) не очевидно и, по-
видимому, связано с изменением изотопического 
спина и схемы Юнга при переходе. Установить 
простое выражение для нового правила отбора 
здесь пока не удается, т.е. оно пока скрыто. Воз-
можно, что здесь еще играет роль симметрия и 
ортогональность генеалогических коэффициен-
тов (коэффициентов родства), но свойства их 
еще недостаточно изучены. 

В настоящей работе сформулированы неко-
торые дополнительные новые правила отбора 
при электровозбуждении ядер на примере обо-
лочечной модели с ls-связью в ядре 7Li. Анало-
гичным образом можно получить дополнитель-
ные правила отбора и для других ядерных моде-
лей, используя их симметрии. 

 

Сечения мультьпольных переходов  
при электровозбуждении ядра 7Li 

 

В заключение представляем таблицу для рас-
считанных значений сечений (3) в микробар-
нах/стерадиан электровозбуждения низколежа-
щих уровней ядра 7Li нормальной четности раз-
личной мультипольности при энергии падающих 
электронов k = 197 МэВ (≈ 1 фм–1) и угле их рас-
сеяния θ = 50° (здесь для λ > 1 сечения близки к 
максимальным значениям), где также указаны 
нулевые значения сечений, соответствующие 
установленному в настоящей работе новому до-
полнительному правилу отбора (11), для 
E* = 4,63 (C4, E4, M5), 5,7 (C4, E4) и 7,47 (С4, 
Е4) МэВ и скрытым (не открытым еще) допол-
нительным правилам отбора для E* = 7,47 (С2) и 
11,2 (Е2) МэВ, но разрешенные правилами отбо-
ра (1), (2). Прочерки (–) в таблице соответствуют 
нулевым значениям сечений только согласно 
известным правилам отбора (1) и (2) по моменту 
и четности. 

Заметим, что среди разрешенных правилами 
отбора (1), (2) мультипольных переходов C0, 
M1, C2, E2, M3 при упругом рассеянии электро-
нов ядрами 7Li поперечный электрический пере-
ход Е2 (как и все переходы Еλ при упругом рас-
сеянии) будет запрещен, но уже по совсем дру-
гой причине, а именно вследствие инвариантно-
сти при обращении времени соответствующего 
приведенного матричного элемента для Е2-
перехода. 

 

Выводы 
 

1. Найдены общие дополнительные новые 
правила отбора для мультипольных переходов в 
ядрах при их электровозбуждении при использо-
вании симметрий модели оболочек. 
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            E*, МэВ 
τλ 

0,478 4,63 5,7 7,47 11,2 

С0 – – – – 2,2 · 10-1 
M1 2,3 · 10-2 – 1,5 · 10-3 2,2 · 10-5 1,0 · 10-3 
C2 5,7 · 10-2 9,8 · 10-2 1,8 · 10-2 0 1,7 · 10-2 
E2 1,9 · 10-2 3,1 · 10-3 2,8 · 10-3 9,4 · 10-4 0 
M3 – 2,6 · 10-3 2,1 · 10-4 1,6 · 10-3 7,2 · 10-3 
C4 – 0 0 0 – 
E4 – 0 0 0 – 
M5 – 0 – – – 

 

2. Сформулированы частные дополнительные 
правила отбора для ряда ядерных возбуждений, 
существенно упрощающих вычисления вероят-
ностей мультипольных переходов. 

3. Указан ряд мультипольных переходов в яд-
рах со скрытой симметрией, приводящей к зану-

лению некоторых приведенных вероятностей. 
4. Показано, как с помощью установленных 

новых дополнительных правил отбора можно 
исследовать некоторые тонкости ядерной струк-
туры. 
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СИМЕТРІЇ  ТА  ДОДАТКОВІ  ПРАВИЛА  ВІДБОРУ 

 

В. К. Тартаковський 
 

Установлено нові додаткові правила відбору для мультипольних переходів в ядрах при використанні ядер-
ної симетрії. Показано, що за допомогою таких правил можливо суттєво спрощувати обчислення матричних 
елементів переходів, а також досліджувати деякі тонкощі ядерної структури. 

Ключові слова: правила відбору, мультипольні переходи в ядрах, ядерна симетрія, тонка структура. 
 
 

SYMMETRY  AND  ADDITIONAL  SELECTION  RULES 
 

V. K. Tartakovsky 
 

The new additional selection rules for the multipole transitions in the nuclei with the use of nuclear symmetry are 
established. It has been shown that using such rules may significantly simplify computing matrix elements of transi-
tions, and also investigating some peculiarities in the nuclear structure. 

Keywords: selection rules, multipole transitions in the nuclei, nuclear symmetry, peculiarities in the nuclear 
structure. 
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